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A & 提 要 


本 书 作 为 理科 硕 上 研究 生 课 程 系列 教材 ,着重 介绍 在 物理 学 中 广泛 遇 刘 
BOSE Re HEA CREA VER ROA ER ERD A SERED HE 
A K BH EDO AOR AR CF OT ED ALR BR. 

非 线性 方程 的 求解 内 容 丰 富 , 涉 及 到 数学 的 许多 领域 ,本 RHA- -种 
相对 简单 的 方法 去 说 明 , 使 读者 把 它 作 为 一 个 应 用 数学 的 范畴 去 了 解 , 以 便 
在 物理 学 的 各 个 分 支 领 域 中 去 应 用 。 

本 书 共 分 10 章 , 供 硕士 研究 生 作为 基础 理论 课 教 材 使 用 ,也 可 供 理 芒 科 
大 学 教师 、 高 年 级 学 生 、 研 究 生 .博士 后 和 科技 人 员 阅 读 参 考 。 
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物理 学 是 自然 科学 的 基础 ,是 探讨 物质 结构 和 运动 
基本 规律 的 前 沿 学 科 。 几 十 年 来 ,在 生产 技术 发 展 的 要 求 
和 推动 下 ,人 们 对 物理 现象 和 物理 学 规律 的 探索 研究 不 
断 取得 新 的 突破 。 物 理学 的 各 分 支 学 科 有 着 突 飞 独 进 的 
发 展 .丰富 了 人 们 对 物质 世界 物理 运动 基本 规律 的 认识 
和 掌握 ,促进 了 许多 和 物理 学 紧密 相关 的 交叉 学 科 和 技 
术 学 科 的 进步 。 物 理学 的 发 展 是 许多 新 兴学 科 、 交 叉 学 科 
和 新 技术 学 科 产 生 、 成 长 和 发 展 的 基础 和 前 导 。 

为 适应 现代 化 建设 的 需要 .为 推动 国内 物理 学 的 研 
究 、 提 高 物理 教学 水 平 .我 们 决定 推出 《北京 大 学 物理 学 
从 书 》, 请 在 物理 学 前 沿 进行 科学 研究 和 教学 工作 的 著名 
物理 学 家 和 教授 对 现代 物理 学 各 分 支 领域 的 前 沿 发 展 做 
系统 、 全 面 的 介绍 ,为 广大 物理 学 工作 者 和 物理 系 的 学 生 
进一步 开展 物理 学 名 分 支 领域 的 探索 研究 和 学 习 , 开 展 
与 物理 学 紧密 相关 的 交叉 学 科 和 技术 学 科 的 研究 和 学 习 
提供 研究 参考 书 、 教 学 参考 书 和 教材 。 

本 从 书 分 两 个 层次 。 第 一 个 层次 是 物理 系 本 科 生 的 
基础 课 教材 :这 一 教材 系列 ,将 在 儿 十 年 来 几 代 教 师 , 特 
别 是 在 北京 大 学 教师 的 教学 实践 和 教学 经 验 积 标的 基础 
上 ,力求 深入 淡出 、 删 繁 就 简 , 以 适 于 全 国 大 多 数 院 校 的 
物理 系 使 用 。 它 既 吸 收 以 往 经 典 的 物理 教材 的 精华 , 尽 可 
能 系统 地 、 完 整地 、 准 确 地 讲解 有 关 的 物理 学 基本 知识 、 
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基本 概念 .基本 规律 、 基 本 方法 ;同时 又 注入 科技 发 展 的 
新 观点 和 方法 ,介绍 物理 学 的 现代 发 展 ,使 学 生 不 仅 能 党 
所 物理 学 的 基础 知识 ,还 能 了 解 本 学 科 的 前 沿 课 是 和 研 
究 动向 ,提高 学 生 的 科学 素质 。 第 二 个 层次 是 研究 生 教 
材 、 研 究 生 教学 参考 书 和 专题 学 术 著 作 。 这 一 系列 将 集中 
于 一 些 发 展 迅速 . 已 有 开拓 性 进展 .国际 上 活跃 的 学 科 方 
向 和 专题 ,介绍 该 学 科 方 向 的 基本 内 容 , 力 求 充分 反映 该 
学 科 方 向 国内 外 前 沿 最 新 进展 和 研究 成 果 。 学 术 专 著 首 
先 着 眼 于 物理 学 的 各 分 支 学 科 , 然 后 再 扩展 到 与 物理 学 
紧密 相关 的 交叉 学 科 。 

愿 这 套 处 书 的 出 版 既 能 使 国内 著名 物理 学 家 和 教授 
有 机 会 将 他 们 的 累累 硕果 奉献 给 广大 读者 ,又 能 对 物理 
的 教学 和 科学 研究 起 到 促进 和 推动 作用 。 


《北京 大 学 物理 学 从 书 ) 编 辑 委员 会 
1997 年 3 月 


Preface 


Physics is the foundation of natural sciences,a leading disci 
pline of studying structures of maiter and basic laws of motion. 
For several decades,driving by the demands of developing tech- 
nology ‘the breakthrough in the studies of physical phenomenon 
and the laws of physics never end. During this period,all branch- 
es of Physics grew very fast and our knowledge of the basic laws 
governing the motion of the physical world was highly enriched. 
The growing of physics accelerated the progress of many physics 
related areas and technologies. The development of physics pro- 
vided grounds and guidance for the birth and the growth of those 
new branches of physics ,related areas and new technologies. 

In order to catch up the main stream of the modernization 
and to give an impetus to scientific research and to improve 
teaching of physics in China ,we decided to publish “The Series of 
Advanced Physics of Peking University”. We invited those distin- 
guished physicists and professors who worked in the [rontier of 
physics to give series introductions to all branches of modern 
physics and recent developments in these fields. This serics.as a 
consequence , provides textbooks and references for physicists and 
physics students in their studies of all branches of physics ,relat 
ed areas and technologies. 

This series is divided into two sub-series of different levels. 
the first sub-series includes the textbooks of undergraduate 
physics written by experienced teachers in Peking University in 
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past decades, These textbooks were written concisely with deep 
insights and easier expressions, which adopt essences of physics 
textbook classics,explain fundamental concepts,laws and meth- 
ods of physics in a systematic and rigorous way. In addition, these 
textbooks properly introduced the new approaches and the latesi 
developments of physics for educational purposes. This sub-se- 
ries is suitable for teaching of undergraduate physics for most u- 
niversities and institutes in China. The second sub-series includes 
graduate textbook, references and academic writings. This sub- 
series focuses on the latest developments and accomplishments in 
the active subjects of relevant research with international inter- 
ests and introductions to those of fast developing research fields. 
The topics of academic writings mainly cover all branches of 
physics, but it will be generalized to closely related areas. 

We wish the publication of this series could provide an op- 
portunity for leading physicists and physics professors in China 
to show their fruitful accomplishments to general audience and to 


give an impetus to teaching and research in physics. 


Editorial board of 
“The Series of Advanced Physics of Peking University” 


March 1997 
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世纪 之 交 的 物理 学 


20 世纪 即将 过 去 。 物 理学 的 革命 ,这 场 革命 推动 的 整 
个 自然 科学 和 应 用 技术 的 伟大 变 草 , 汉 及 这 些 变 草 对 人 
类 社会 的 影响 ,将 作为 这 个 世纪 的 一 个 重要 标志 而 载 入 
史册 。 这 段 令 人 神往 的 历史 ,给 正 处 在 世纪 之 交 的 我 们 以 
什么 样 的 启示 呢 ? 

首先 的 启示 是 作为 研究 物质 结构 和 运动 的 基本 规律 
的 物理 学 ,总 是 生机 过 勃 ,不 断 地 开辟 自己 前 进 的 道路 
的 。1803 年 道 尔 顿 提 出 了 近代 的 原子 论 , 认 为 世间 万 物 都 
是 由 几 十 种 不 同 种 类 的 原子 ( 那 时 只 认识 到 三 十 来 种 ) 组 
成 的 。 经 过 近 一 个 世纪 多 方面 的 研究 和 争论 ,科学 界 接受 
了 和 发 展 了 这 个 学 说 。 到 19 世纪 60 年 代 . 元 素 的 数目 增 
到 六 十 多 种 .而 且 还 认识 到 不 同 元 素 的 性 质 是 有 内 在 联 
系 的 , 门 捷 列 夫 的 周期 律 描述 了 这 种 联系 。19 世纪 末 、 物 
理学 家 们 发 现 了 电子 .a 粒子 、 放 射 性 和 射线 …… 发 现 原 
子 是 可 以 改变 的 ,原子 不 是 物质 构成 的 最 小 单元 。20 世纪 
初 卢 瑟 福建 立 了 原子 结构 的 “行星 ?模型 。 探 讨 原子 结构 
模型 和 经 典 物 理学 之 间 的 矛盾 ,导致 了 量子 力学 的 诞生 ， 
产生 了 现代 原子 、 分 子 物理 ,凝聚 态 物 理 、 原 子 核 物理 
teree 历史 也 许 有 沫 种 类 似 性 。 在 这 个 世纪 之 交 , 物 理学 又 
正在 进入 一 个 新 的 层次 。 本 世纪 50 年 代 , 人 们 找到 作为 
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构成 物质 的 基石 的 基本 粒子 有 三 十 来 种 ,也 认识 到 宅 们 
之 间 的 相互 作用 和 相互 转化 。 探 索 这 些 “ 基 本 ”粒子 的 更 
深 野 次 的 构造 的 努力 , 近 三 十 年 来 取得 十 分 辉煌 的 成 就 。 
三 代 硅 克 和 三 代 轻 子 的 粒子 模型 \. 电 弱 统 一 理论 和 量子 
色 动 力学 ,这 被 称 作 粒 子 物理 的 标准 模型 的 建立 以 及 它 
在 各 方面 的 成 功 , 正 是 标志 着 物理 学 正在 进入 物质 世界 
的 一 个 更 深 的 层次 , 毫 无 疑问 这 将 是 物理 学 历史 上 一 个 
具有 划时代 的 意义 的 大 事 。 但 是 ,大 多 数 的 物理 学 家 都 会 
同意 ,从 本 质 上 说 .目前 的 标准 模型 还 是 一 个 唯 象 的 模 
型 。 在 欢呼 它 取得 的 多 方面 的 胜利 时 ,也 要 看 到 同时 提出 
了 一 系列 带 本 质 性 的 问题 。 也 许可 以 说 ,进入 这 个 新 层次 
将 带 来 的 最 本 质 的 新 的 物理 ,还 没有 来 到 我 们 中 间 。19 世 
纪 末 的 物理 学 家 没 能 猜测 到 ,进入 比 原子 更 深层 次 的 控 
索 , 会 在 什么 时 候 和 在 哪 点 上 带 来 新 的 物理 ,20 世纪 来 的 
人 们 也 不 能 奢望 会 比 前 非 高 明 多 少 ! 

20 世纪 物理 学 的 革命 .表现 出 人 类 理性 思维 的 伟大 
Al, 狭义 相 对 论 , 特 别 是 广义 相对 论 ,以 它 深 壮 的 思考 ， 
严整 的 形式 和 美丽 的 表述 ,震撼 着 一 代 又 一 代 的 物理 学 
工作 者 的 心灵 。 但 是 , 爱 因 斯 坦 也 在 他 那 无 与 伦比 的 思考 
导致 的 字 宙 模型 面前 困惑 了 。 感 谢 近 四 十 多 年 来 一 大 批 
物理 学 家 和 天 文学 家 辛勤 的 努力 和 非凡 的 勇气 ,这 个 难 
以 想象 的 革命 性 的 关于 字 宙 的 概念 和 图 象 建立 起 来 了 ， 
并 得 到 科学 界 多 数 人 的 认同 。 在 大 致 一 百 五 十 多 亿 年 前 ， 
字 宙 从 一 个 具有 无 限 大 的 密度 和 具有 无 限 大 的 时 空 曲率 
的 点 开始 了 。 人 们 猜想 ,在 宇宙 膨胀 .密度 和 温度 降低 中 ， 
到 10-* 秒 时 ,重力 相互 作用 和 其 他 相互 作用 分 离开 来 ;到 
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秒 时 , 弱 相 互 作用 才 与 电磁 相互 作用 分 离 ,世界 变 成 了 我 
们 现在 所 处 的 有 四 种 基本 相互 作用 的 世界 。 到 10“ 秒 时 ， 
夸克 开始 结合 成 强 子 ,也 许 应 当 说 ,只 有 从 此 之 后 的 物理 
才 是 当代 物理 学 家 可 以 比较 有 把 握 来 谈论 的 ,直到 10* 秒 
《也 就 是 三 万 多 年 ) 后 ,原子 才 开始 出 现 。 这 样 一 个 综合 了 
亚 核 子 尺度 (小 于 10 厘米 ) 的 物理 和 字 观 尺度 (大 于 
102 厘 米 ) 的 物理 的 宇宙 演化 模型 的 建立 ,可 以 说 是 人 类 
认识 史上 一 个 最 具有 草 命 性 的 .划时代 的 伟大 事件 ,当代 
人 还 难以 全 部 理解 它 的 意义 。 这 个 字 宙 学 的 标准 模型 和 
近年 来 天 体 物 理学 家 取得 的 辉煌 的 成 就 ,在 物理 学 的 面 
前 提出 了 十 分 严峻 的 具有 本 质 的 挑战 。 如 何 理解 这 样 有 
限 而 无 界 的 时 空 和 它 的 奇 点 ? 什么 是 在 这 样 演化 中 的 物 
质 和 和 运动 规律 ?为 什么 字 宙 学 中 有 那么 多 "巧合 "2? 总 
之 , 面 对 着 如 此 壮观 而 又 如 此 神奇 的 宇宙 之 这 ,除了 由 应 
的 赞美 和 敬佩 ,人 们 不 禁 想 起 爱 因 斯 坦 的 话 : 自然 界 最 
不 可 理解 的 就 是 它 竞 然 可 以 理解 !” 

本 世纪 物理 学 的 发 展 给 我 们 的 又 一 个 教 益 是 :物质 
世界 是 有 层次 的 ,反映 物质 世界 的 物理 学 规律 也 是 有 屋 
次 的 。 每 一 层次 的 物理 都 植 根 于 更 深层 次 的 物理 学 。 但 
是 ,每 个 层次 的 物理 都 是 在 真实 的 意义 上 不 可 穷尽 的 。 在 
大 自然 千姿百态 的 丰富 性 面前 ,那些 断言 某 某 学 科 将 不 
会 有 什么 发 展 的 说 法 总 是 被 事实 所 粉碎 的 。 经 典 力 学 、 经 
殿 电 动力 学 并 不 因为 量子 力学 .量子 电动 力学 的 发 展 而 
被 排斥 出 物理 学 ,近年 来 我 们 还 不 停 地 学 习 它 们 新 的 、 有 
深刻 意义 的 进展 。 光 学 和 凝聚 态 物 理学 半 个 世纪 来 的 
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大 的 、 令 人 应 接 不 目的 发 展 提供 了 最 能 说 服 人 的 例子 。 也 
许 人 们 常常 帕 于 赞颂 它 价 在 实际 应 用 上 的 威力 的 同时 . 
不 够 强调 它们 在 物理 学 学 科 上 的 意义 。 但 如 果 我 们 想到 
在 当代 粒子 物理 和 字 宙 学 中 最 重要 的 观念 ,如 相 变 、 对 称 
RK BIER ARE SMAAK RRA 
物理 学 ,而 当代 凝聚 态 物理 又 都 广泛 地 而 且 本 质地 使 用 
量子 场 论 的 语言 和 技术 时 .我 们 就 会 确信 物理 学 的 丰富 
性 、 多 样 性 和 统一 性 ,“ 只 有 一 个 物理 学 ”! 

在 20 世纪 ,物理 学 的 基本 和 窒 念 和 技术 已 被 应 用 到 所 
有 的 自然 科学 领域 。 物 理学 与 其 他 自然 科学 学 科 之 间 的 
边缘 领域 ,一 定 意义 上 是 当代 自然 科学 中 最 富 于 获得 丰 
硕 成 果 的 机 遇 的 领域 。 这 缘 领 域 的 发 展 , 又 反 过 来 丰富 、 
边 深 和 支持 了 物理 学 本 身 的 发 展 。 量 子 力学 和 现代 物理 
实验 技术 的 应 用 ,大 大 推进 了 现代 化 学 的 发 展 。 对 分 子 结 
构 . 性 能 和 反应 机 理 的 研究 ,又 丰富 和 推动 了 现代 物理 的 
和 进步。 而且, 如 果 没 有 现代 化 学 的 支撑 ,现代 物理 学 中 好 
些 分 支 学 科 都 不 能 产生 和 发 展 。 地 球 科学 .生命 科学 与 物 
理学 的 边缘 领域 的 发 展 , 也 将 会 是 类 似 的 情景 。 特 别 令 人 
感到 兴奋 的 一 个 新 事物 是 近 二 三 十 年 复杂 性 科学 的 发 
展 。 数 学 ,物理 学 ,特别 是 物理 学 与 化 学 、 地 球 科学、 生命 
科学 、 各 种 应 用 技术 科学 的 变 缘 领域 研究 的 发 展 ,都 使 人 
们 相信 ,在 复杂 性 (多 维度 ,多 组 元 , 非 线性 , 非 平衡 和 开 
放 的 ) 系 统 的 结构 ,性 能 和 演化 中 ,有 一 些 其 有 普遍 性 的 
运动 规律 和 运动 模式 。 人 们 自然 回想 到 ,开始 于 上 一 世纪 
中 叶 的 研究 能 量 守恒 和 转化 的 热力 学 和 分 子 运 动 论 的 发 
展 .本 世纪 统计 物理 和 涨 落 理 论 的 发 展 。 有 理由 相信 一 门 

Se 


有 重要 的 基础 科学 意义 的 学 科 , 复 杂 性 物理 正在 形成 。 它 
现在 已 经 显 出 可 能 对 物理 学 中 一 些 最 基础 的 问题 ,如 必 
然 性 和 随机 性 ,无 序 化 的 倾向 和 有 序 结构 的 生成 ,不 同 层 
次 的 结构 的 自 相似 性 等 ,作出 有 深刻 物理 意义 的 回答 。 也 
许 , 历 史 会 表明 ,这 也 是 人 类 认识 史上 又 一 个 划时代 的 事 
物 , 同 时 ,无 疑 地 会 对 化 学 ` 地 球 科 学 .生命 科学 、 认 知 科 
学 和 各 种 应 用 技术 发 生 巨大 的 影响 。 
物理 学 作为 一 门 最 基础 的 自然 科学 , 它 的 发 展 动力 
是 深 深 地 植 根 于 人 类 对 真理 的 非 功 利 的 追求 。 但 是 ,历史 
的 发 展 将 越 来 越 有 力 地 证 明 , 正 是 这 种 非 功利 的 追求 给 
人 类 带 来 最 大 的 收益 。 本 世纪 发 生 的 主要 源 于 物理 学 的 
进展 的 技术 革命 ,就 是 最 有 说 服 力 的 例子 。 当 代 技 术 进 步 
的 主要 推动 力 来 自 纯 学 科 性 的 基础 研究 。 研究 室 和 实验 
室 中 纯 学 科 性 的 研究 转变 为 重要 的 应 用 技术 ,实际 生产 
和 社会 发 展 中 轴 到 的 问题 转化 为 有 基础 学 科 意 义 的 研究 
课题 ,两 者 关系 愈 来 钝 密切 ,周期 愈 来 愈 短 。 与 之 相应 ,在 
现代 ,杰出 的 基础 科学 研究 人 材 和 优秀 的 应 用 技术 开发 
人 村 在 科学 素质 上 的 要 求 变 得 更 加 一 致 了 。 在 世纪 之 交 ， 
无 论 是 制造 业 还 是 服务 业 , 也 无 论 是 材料 信息、 能 源 、 交 
通 、 环 境 等 技术 部 门 ,都 在 呼唤 着 新 的 技术 变革 ,而 认真 
考察 就 会 发 现 ,多 数 这 些 变革 都 主要 基于 物理 学 近年 的 
进展 。21 世纪 物理 学 毫 无 疑问 仍 是 技术 进步 的 主要 源泉 。 
物理 学 的 发 展 从 来 就 对 人 类 社会 思想 、 文 化 发 生 巨 
大 影响 。20 世纪 的 物理 学 革命 就 更 是 这 样 。 人 类 社会 进步 
的 一 个 主要 动力 便 是 科学 精神 ,现代 科学 精神 的 典范 和 
集中 的 反映 就 是 现代 物理 学 。 我 国 是 一 个 文明 古国 ,在 
。D 。 


史上 曾经 对 人 类 的 文化 和 科学 发 展 做 出 过 光辉 的 贡献 。 
但 是 ,我 国 接受 近代 科学 的 时 间 还 很 短 , 现 代 科 学 的 精神 
实质 和 思维 方式 扎根 我 国 还 要 仇 艰 苦 的 努力 。 有 些 人 跟 
着 西方 一 些 比较 浅薄 的 哲学 流派 的 后 面 , 富 扬 一 些 星 低 
和 反对 现代 科学 精神 的 言论 ,甚至 把 当代 社会 中 由 于 社 
会 矛盾 而 造成 的 后 果 ,都 归罪 到 现代 科学 精神 上 。 这 当然 
是 完全 错误 的 。 以 现代 物理 学 为 代表 的 科学 精神 ,是 人 类 
进步 的 一 面 旗帜 , 它 将 高 高 际 扬 在 未 来 的 岁月 中 。 

当 我 们 站 在 新 世纪 的 门槛 上 ,回顾 20 世纪 物理 学 的 
辉煌 时 ,会 更 加 确信 ,在 21 世纪 物理 学 将 会 同样 矢 煌 。 那 
AeA DEPT ESATA MEEK. RRS 
证 明 , 你 们 的 选择 是 完全 正确 的 。 


中 国 科学 院 院士 AF 4 和 


1997 年 4 月 
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作者 前 言 


随 兰 非 线性 科学 研究 的 进展 . 非 线 性 方程 (包括 非 线 性 常 微分 
方程 . 非 线 性 俩 微分 方程 . 非 线性 差分 方程 和 上 明 数 方程 等 ) 的 求解 
成 为 广大 物理 学 、 力 学 、 地 球 科学 .生命 科学 、 应 用 数学 和 十 . 程 技 术 
科学 工作 者 研究 非 线 性 问题 所 不 可 缺少 的 ， 

本 书 尼 我 们 在 北京 大 学 从 事 非 线性 课程 教学 和 科研 近 20 年 
的 结 贞 ,我 们 希望 研究 千 和 共 他 读者 能 够 比较 容易 地 理解 和 掌握 
在 物理 学 中 广泛 过 到 的 非 线 性 方程 的 求解 .并 由 此 蝎 这 入 地 了 解 
非 线性 方程 和 解 的 主要 特征 。 

本 书 着 重 论述 川 解析 的 方法 求解 非 线 性 方程 。 由 于 非 线 性 方 
程 无 统一 的 求解 方法 ,况且 , 它 更 多 地 属 十 应 几 数 学 的 范畴 ,因而 ， 
我 们 采用 了 不 同 于 一 般 非 线 性 方程 专著 中 的 系统 .由 不 从 群 分 析 
或 变换 群 的 方法 去 论述 ,而 是 尽量 用 易于 理解 的 一 种 变换 方法 去 
说 明 .而 且 着 重 从 基体 的 非 线 性 方程 出 发 论述 其 求解 方法 .并 从 求 
解 中 去 说 明 非 线性 科学 中 的 一 些 概念 和 术 说 

全 书 共 分 10 章 。 第 1 章 普 遍地 给 出 : 些 物 于 学 中 的 非 线 性 方 
程 , 第 2 章 给 出 经 典 的 一 些 非 线 性 常 微分 方程 ,差分 方程 和 函数 方 
程 的 求解 .第 3 章 从 物理 角度 去 定性 分 析 - 些 非 线 性 方程 ,并 从 中 
说 明 一 些 非 线性 的 概念 。 第 4 章 到 第 10 章 分 别 介绍 试探 是 数 法 、 
摄 动 法 ( 含 级 数 展 开 法 ). 行 波 解 (着 重 介绍 酉 名 余弦 波 和 孤立 波 
解 )、 相 似 变 换 和 让 相似 解 、 特 殊 变 换 法 .散射 反 演 法 和 Backlund 
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第 1 章 物理 学 中 的 非 线性 方程 


在 物理 学 的 众多 问题 中 经 常会 遇 到 大 量 的 能 反映 各 种 因子 或 
各 种 物理 量 之 间 相 互 制约 和 相互 依存 关系 的 非 线 性 方程 ,一 般 可 
以 称 为 非 线 性 演化 方程 (Nonlinear evolution equations). 

通常 .物理 学 中 的 非 线性 方程 包含 非 线性 常 微分 方程 (对 未 知 
前 数 及 其 导数 都 不 全 是 线性 的 或 一 次 式 的 常 微分 方程 )、 非 线性 偏 
微分 方程 (对 未 知 函 数 及 其 偏 导 数 都 不 全 是 线性 的 或 - -次 式 的 偏 
微分 方程 ). 非 线性 差分 方程 (又 称 为 非 线性 映射 或 非 线 件 近代 . 它 
道 常 是 非 线 性 常 微分 方程 或 偏 微 分 方程 的 离散 形式 . 它 对 术 知 也 
数 的 ”次 选 代 值 都 不 全 是 线性 的 或 一 次 式 的 ) 和 函数 方程 (一 个 画 
数 自 身 或 多 个 函数 之 间 满 足 的 一 个 代数 关系 成 ). 

自 20 世纪 60 年 代 开 始 , 非 线性 科学 飞 牙 发 展 , 与 此 相应 , 物 
理学 中 的 非 线 性 方程 的 内 容 也 日 趋 丰 富 .尽管 线性 方程 定 解 问题 
的 适 定性 (存在 性 ,惟一 性 和 稳定 性 ) 在 非 线性 方程 中 同样 存在 ,但 
非 线性 方程 的 适 定性 问题 要 复杂 得 多 ,况且 , 非 线性 方程 有 许多 自 
身 的 特点 . 所 以 ,本 书 的 重点 放 在 非 线 性 方程 的 物理 分 析 、 求 解 和 
求解 方法 上 ， 

本 章 给 出 在 各 类 非 线 性 方程 中 人 们 经 常用 到 的 而 且 大 多 能 求 
出 解析 解 的 一 些 非 线性 方程 . 由 于 这 些 方程 在 物理 学 的 各 个 分 支 
中 都 可 能 过 到 ,而且 叙 述 和 推演 不 尽 相 同 ,因此 ,对 这 些 方程 的 物 
理 背 景 , 我 们 只 作 一 些 简单 的 说 明 ， 


1.1 非 线 性 常 微 分 方程 


在 物理 学 中 广泛 直到 的 问题 是 非 线性 常 微分 方程 ,经 常 提 到 
1 


和 用 到 的 有 : 
1. 经 典 的 一 阶 非 线性 方程 
这 类 方程 包含 Riccati $ ÆA. Bernoulli 方程 .Chrystal 方程 、 
态 bel 方 程 和 椭圆 方 程 等 . 
Riceati 方程 的 一般 形式 为 
y + pley + gr)y +r(r)=0 (1.4.1) 
其 中 之 为 自 变 量 .y SARE y =E, prg OM rO E r W 
已 知 函 数 . 
Bernoulli 方 穆 的 一 般 形式 为 
3 十 px)y+ ql(r)y" = 0 (1.1.2) 
其 中 产 为 常数 日 要 求 m~0 和 m1. 
Chrystal 方 穆 的 一 般 形式 为 
yp azy + by + cez = 0 (1.1.3) 
其 中 asb Mc 是 常数 . 
第 … 类 Abel 方程 的 一 般 形式 为 
y + play + ely 4+ rly 二 Sr 一 0 (1.1.4) 
其 中 p(x) glad ,r(x) 和 s(x) 为 z 的 已 知 函 数 . 
第 二 类 Abell 方程 的 一 般 形 式 为 
[y + s(x) ]y + pr)y + glade? + r(x) = 0 (1.1.5) 
在 一 阶 非 线性 常 微分 方程 中 ,还 有 一 类 椭圆 方程 ,其 一 般 形 式 为 
y'* = ao tay + ay? + ayy + ay (1.1. 6) 
其 中 apyatyQ2vads 和 Ga 为 常数 . 
2. 经 典 的 二 阶 非 线性 方程 
这 类 方程 包含 Lambert 方程 .Painleve 方程 和 椭圆 方程 等 . 
Lambert 方程 的 一 般 形式 为 


" k” 1 22 
YT yy (n #0) (1.1.7) 


Kk An 为 党 数 ,y 一 3 


x 
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Thomas-Fermi 方程 的 … 般 形式 为 
yh eg ye (1.1.8) 
Painleve 在 对 非 线性 方程 进行 分 类 时 ,认为 有 50 种 不 同类 型 的 方 
程 痢 可 以 化 为 形式 
y” = Plasy x" + Qty) + R(X,y) (1.1.93 
EP,QHR Ey HPAMBRNAT « ARH. 方程 (1.1.9) 
称 为 Painleve 方程 .在 方程 (1. 1.9) 中 有 44 类 方程 可 以 化 为 线性 
方程 或 用 椭圆 函 数 求解 ( 详 见 第 2 章 ). 另外 六 类 Painleve 方程 分 
别 写 为 


Pi: mea +r (1.1.10) 
Py: y=2y +2ry+a (1.1.11) 
n 1 a 1 l Pa ô 
Poep ree a e Cay TRIYE (1.3.12) 
ee eer eee ae z 2 3 
Pas x 一 区 typo tay t 22 ay ty (1.1.13) 
of + 1} 2 1 baie, Gy gl i pees P| 
Ea OU | | rz Dy, 
yt1) (1.1.14) 
x ¥y 1 


| si di a 1 | jf pica? | as. 1 j 1 . 
a 医 和 


Pu: y= 


iy 


oD [or ATED Hee) 
(1.1.15) 
其 中 ,8,7 和 6 为 常数 .这些 方程 通常 不 能 化 为 简单 的 方程 
去 求解 ,但 可 以 应 用 Painleve BRS A RR AEE A oa ft 
{ 详 见 第 2 章 ), 或 者 定义 六 种 Painleve 超越 函数 ， 
椭圆 方程 (1. 1. 6) 也 可 以 表 为 
yt = Ay + Ay + Ady? + Ay” (1.1.16) 
其 中 AoAo d A, KBR. PHO. 1.16) 可 以 视 为 方程 
(1.1.6? 的 两 边 对 工 求 导 并 消去 y 而 得 到 的 ， 


3. Logistic 方程 

Logistic 方程 是 -个 牛 态 模式 , 设 n(i) 代 表 某 种 生物 群体 的 
RAM: 的 变化 , 它 一 方面 取决 十 它 自身 的 繁殖 能 力 , 另 一 - 方 
面皮 决 二 环境 的 影响 (如 食品 供应 的 限制 ). 因而 有 下 列 Logistic 
BH: 


= an -- én? (a> 0,6 > 0) (].1.17) 


共 中 右 端 第 一 项 表示 生物 群体 的 繁殖 能 力 , 第 二 项 表示 环境 对 和 牛 
物 群体 数 用 的 限制 . 

4. Landau 方程 

Landau 方程 是 描写 扰动 振幅 ASN: 变化 的 方程 ,也 就 
是 最 时 用 来 描述 溃 流 发 生 的 方程 . 在 线性 条 件 下 ,扰动 振幅 A 随 
时间 无 限 增长 . 即 


“A = oA (0 > 0) (1.1.18) 


其 中 6o 称 为 线性 增长 率 .实际 出 于 非 线 性 的 作用 ,扰动 振幅 的 增长 
受到 限制 ,此 时 Landau 假定 振幅 的 变化 为 


dA u pl: Alt ae 
Ga A 5 fAlAl (=> 0) (1.1.19) 
Hp RA Landau HR. RAW HMA AWM ARE 
dA es 1 3 
gq 724 AA (1.1. 20) 


由 于 AA=|Al*, MAR. 1. IDRA ALR. 1. ORA A, 
然后 相 加 得 到 


UAI L agja — : ‘ 
j 一 214 有 一 引 4| (1.1. 21) 


这 就 是 Landau 方程 
5. Lotka-Volterra 方程 
Lotka-Volterra 方程 是 描写 两 个 生物 群体 (如 兔子 和 狐狸 ) 之 
间 捕 食 关 系 的 一 个 简单 模型 ,也 是 参与 催化 化 学 反应 的 两 神 物 质 
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浓度 变化 的 一 个 简单 模型 . 它 通常 写 为 


{dN 
i = aN, — PNN, 
(1.1.22) 
dN ane 
ja, = aN, + BNIN, 


其 中 N, 和 Ni 表示 两 种 生物 群体 的 数 日 或 两 种 物质 的 浓度 ;wm 和 
a, 分 别 为 增长 率 和 递减 滨 , 了 两 者 均 为 正 的 常数 ;8 和 Be 分 别 表 它 
们 之 间 的 相互 作用 和 相互 依存 ,两 者 也 均 为 正 的 常数 . 

显然 , 当 两 种 生物 群体 或 两 种 物质 无 相 开 依存 或 相互 作用 时 、 
一 种 生物 的 数目 (如 保 子 ) 或 一 种 物质 的 浓度 将 无 限 增加 ,而 另 - 
种 牛 物 的 数目 (如 狐 独 ?或 另 一 种 物质 的 浓度 将 无 限 减 小 . 

6. 无 阻尼 的 单 摆 运 动 方程 

没有-…- 单 搜 , 摆 球 为 单位 质量 , 摆 
长 为 上 如 图 1-1. ABR BOP A 
始 摆动 ,摆动 的 角度 为 人 则 纪 然 在 重 
力作 用 下 的 单 摆 运 动 方程 为 

Ü + ising = 0 (1.1.23) 

ee d = Soa 6 90 5 le E 
度 和 和 角 加 速度 ,为 了 方便 ,以 后 也 常用 
这 类 符号 .而 


图 l-1 


w= (1. 1. 24) 


为 圆 频率 .& 为 重力 如 速度 . 

WHR 1. 23) 看 到 ， 它 无 阴 尼 ,， 仔 有 一 非 线性 恢复 力 
— ok sind. 

7. 有 阻尼 的 单 摆 运 动 方程 

设 单 摆 运 动 受 到 阻尼 , 且 阻 尼 力 的 大 小 与 币 速 度 成 正比 ,这 
样 , 单 摊 和 运动 方程 可 以 写 为 


8 + 246+ osing = 0 (1.1.25) 


其 中 pz>0 称 为 阻尼 系数 ,一 2 /8 为 阻尼 力 . 

8. Van der Pol 方程 

设 质点 的 位 移 为 c RRENMREDWA ch 2. HE ZB 
一 个 线性 恢复 力 一 mxzkan AR Et BM). 同时 , 它 也 存在 一 


个 非 线性 阻尼 力 一 2p| 2-1) 2,304 p>0 称 为 阻尼 系数 ,a 为 一 


正常 数 . 
这 样 ,表征 质点 运动 的 方程 为 
e+ 23 —1)a + ots =0 (#>0) (1.1.26) 
PR. 4 je| <a. 时 表征 负 阻 尼 , 当 |x1>>a. 时 表征 正 阻尼 . 即 当 位 
移 增 加 时 ,阻尼 机 制 的 性 质 将 由 负 变 为 正 . 它 在 真空 电子 管 电路 振 
落 问 题 中 经 常 出 现 . 
9. Duffing 方程 
Duffing 方程 的 形式 为 
EA Que + whe + efx? = Acosh (1.1.27) 
它 除 存在 线性 恢复 力 一 由 z 和 和 与 速度 成 正比 的 阻尼 力 一 2pt 外 ， 
还 有 … 个 与 位 移 的 立方 成 正比 的 恢复 力 一 aBox* (Po 为 正 的 常数 ， 
lel<1. 当 >00 时, 它 表征 恢复 力 的 数值 大 于 线性 系统 的 恢复 力 ， 
称 为 硬 非 线性 ; 当 s<0 时 , 它 表 征 恢 复 力 的 数值 小 于 线性 系统 的 
恢复 力 , 称 为 软 非 线性 ) 和 一 个 强迫 振 葛 AcosQ2z. (A OQ ERRO 
无 阻尼 (Ap 一 0) 和 无 强迫 (4 一 0) 的 Duffing 方程 (通常 描写 弹 
性 体 的 非 线性 振动 ) 为 


E+ wr = eptir’ (1.1. 28) 
10. Euler 方程 组 
在 空中 自由 旋转 的 物体 ,其 运动 由 Euler 方程 

dm wx m=0 (1.1.29) 


dz 


所 控制 ,其 中 心 是 角速度 ,m Ef oh it. Euler 方程 (1. 1. 29) 的 分 


量 形 式 为 
mi, = Wy, — wm, 
i = WM, — OM, (1. 1. 30) 
M3 = OM, 一 WM, 
因为 


m = dlw., m= la, m, = low, (1. b. 31) 
RP Lf, Al, PMR coy Az PAE B. 这 样 ,Euler 方程 
《1.1.30) 可 改写 为 
My = Yim ym, 
im, = Ymm (1. 1,32) 
Vü, = Yammy 


它 称 为 Puler 力 程 组 ,其 中 


cca 
Lon] 
at 
g 
aa he 
=j 


(1. 1. 33) 
若 候 定 LLL. BW Ny 0.7,<0,% gO. 
11. Yang-Mills 方程 
描写 基本 粒子 相互 作用 的 Yang Mills 方程 在 最 简单 的 情况 
下 可 以 写 为 下 列 耦合 形式 : 
By" — epz’ y= 0 
a — ea yiz = 0 


Hh age Mp ARR.» 和 > 为 两 个 实 的 因 变 其 . 


(1.1.34) 


1.2 非 线性 偏 微分 方程 


物理 学 的 众多 何 题 中 遇 到 的 偏 微 分 方程 也 很 多 ,经 常 提 到 和 
用 到 的 有 : 


1. Liouville 方程 
最 简单 的 二 维 Liouville 方程 的 一 般 形 式 为 
sas = e (1.2.1) 

它 在 微分 几何 .量子 场 论 等 问题 中 经 常 出 现 . 

2. Monge-Ampere 方程 

在 流体 力学 的 许多 问题 中 经 常用 到 的 Monge-Ampere 方程 
的 一 般 形式 为 

Gu Fu | Ou 

Ox? Oy? oroy 


+4554 828 4084 =p 
| X y 
; F Ou Ou `, - ale 
其 中 A,B,C,D HE ry ga’ oy PER RRR HK. 
3. 广义 热传导 方程 


o> al“ z] (1.2.3) 
其 中 为 导 温 系数 ,a 为 常数 . 
4. 非 线性 平流 方程 
空间 一 维 的 非 线性 平流 方程 为 
Du pl Su i (1.2.4) 
apt Ae 


5. Burgers 方程 
Burgers 方程 是 非 线 性 的 耗 散 (热传导 .扩散 和 黏 性 ) 方 程 .其 
一 般 形 式 为 
Qu, dw Ou 


z tar "ar (1.2.5) 


Ep >o 为 耗 散 系数 ， 
6，KdV (Korteweg-de Vries) 方 程 
KdV 方程 是 非 线 性 的 频 散 方程 ,其 一 般 形式 为 


Ou 
Ot 


3 
+ uot 4 p2 =o (1. 2. 6) 


其 中 有 为 频 散 系数 . 

7. KGV-Burgers 方程 

KdV-Burgers 方程 是 既 包 含 耗 散 作用 又 包含 频 散 作用 的 非 线 
性 演化 方程 ,其 一 般 形式 为 

Btu vee +855 = 0 2) 

8. KdV-Burgers-Kuramoto 方程 

KdV-Burgers-Kuramoto 方程 ,又 称 为 Benney 方程 ,其 -一般 
形式 为 


有 
8 为 频 散 系数 ,a 和 7 分 别 表 耗 散 和 不 稳定 作用 . 
9. mKdV 方程 
mKdV 方程 ,也 称 为 变形 的 KdV 方程 , 共 一 般 形 式 为 


w aut + BER =o (R= eM) (1.2.9) 
它 是 用 摄 动 法 或 级 数 展开 法 求解 较 复杂 的 非 线 性 演化 方程 时 .高 
阶 近 似 上 所 洪 足 的 方程 - 
10. 非 线 性 Klein-Gordon 方程 
非 线 性 Klein-Gordon 方程 的 普 沉 形式 为 
AHTO, (1. 2. 10) 
其 中 c 为 常数 ,7 (a) 为 系统 的 势能 .V'(w) 是 VCw) 对 的 导数 , 它 
E u 的 非 线 性 函数 ， 
在 方程 (1. 2. 10) 中 , 若 取 
Vu) = fiO — cosu) (fy = 和 常数) (1.2.11) 
则 它 化 为 
Fu 
or? 
ERNE R-Gordon 方程 ,在 非 线 人 性 光学 中 有 和 较 广 泛 的 应 用 . 


» Ou . 
~ Co = + Ffésinu = 0 (1, 2. 12) 


11. Fisher 方程 
Fisher 方程 是 非 线 性 的 反应 扩散 方程 ,其 最 简单 的 一 种 形式 
. 


Ou ru 
y x 


kul —u)=0 W>d0,k > 0) 


(]. 2.13) 
其 中 v 和 点 分 别称 为 扩散 系数 和 反应 系数 . 
12. Boussinesg 方程 
Boussinesg 方程 的 一 般 形 式 为 
Fu , Fu Fu 
a Ca "Bx 
HH a, Mich 均 为 止 的 常数 ， 
对 浅水 波 而 言 ,其 x 方向 的 速度 w 和 自由 面 的 高 度 疡 通常 满 
足下 列 Boussinesq 方程 组 : 


Ou? ; 
Baa = 0 (1.2.14) 


Su du ak l, h _ 

Ro “oy San 3 waT 

a z; 5 (1.2.15) 
有 te 

abtar an 


13. 非 线 性 Schrödinger 方程 
非 线 性 Schrodinger 方程 ,简称 为 NLS 方程 ,又 称 为 立方 
Schrödinger 方程 , 它 是 描写 非 线 性 波 的 调制 ( 即 非 线性 波 包 ) 方 
程 ,其 一 般 形式 为 
iM + aS44 Bu =0 (= /1) 1.2.16) 


其 中 a 和 8 分 别称 为 频 散 系数 和 Landau 系数 . 
14. Ginzburg-Landau 方程 
非 线性 耦合 系统 振幅 的 演变 通常 可 以 化 为 下 列 Ginzburg- 
Landau 方程 
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iM pase + Bluliu— bu —iau=0 (1.2.17) 
其 中 a 和 8 分 别称 为 频 散 系 数 和 Landavu 系数 ,它们 通常 为 复数 ,6 
为 国有 频率 ,a 为 增长 率 . 
15. BDO(Benjamin-Davis-Ono) 4 # 
Benjamin-Davis-Ono 方程 ,简称 BDO 方程 ,有 时 也 称 为 BO 
方程 , 它 是 描写 染 术 波 的 频 散 方程 ,其 一 般 形 式 为 
Ou Ou 


Ou oe . = 
te Stu + Btu) = 0 (1.2.18) 
其 中 8 为 频 散 系数 ,而 
Blu} = 二 wh) ai (1.2.19) 
四 vid too! a eE 


HHA u &H Hilbert 变换 . 
16. Born-Infeld 方程 
非 线性 的 Maxwell 方程 经 过 简化 得 到 下 列 Born-Infeld 方程 


į Bu)? Fy du du Du =, Ih . duj” Fu 
[a 1 Or i Se oe aan! I | a 
(1. 2. 20) 
17. 无量 纲 的 离子 声波 方程 
描写 离子 声波 的 光量 岗 方程 组 为 
On | Onv _ 
X + Ər = 0 
w ov æ 
Er teg az (1. 2. 21) 


其 中 nso MAAA R T H R E E .运动 速度 和 低频 电势 . 
18. Zakharov 方程 
fi S FACT HE AS Bie oh BR IER HE ERT AEA F 
Zakharov} f 
li 


Su, Su _ pF ivi? 

E ‘Bi = age 
a a (1. 2. 22) 
i v 
la T 23, uv = 0 


Rhy 是 离子 的 数 密度 偏差 ,z ARBRE BB. 为 电 
19. Landau-Lifshitz 方程 
在 不 考虑 耗 散 的 条 件 下 ,Heisenberg 的 自 旋 (spin) 密 度 或 磁 
化 强度 SC,v ,ww) 满 足下 列 Landau-Lifshitz 方程 
SS LaS x SS + ps x Ha (1.2. 23) 
Hb a WS AM RR, 为 作用 在 > EES RH. 
方程 (1.2.23) 的 分 量 形 式 为 


“Ou i ee ul. , 

a Tee ag way] T PHO 

ou i u Fwi N ; 
== a| w Sgt 7 * Bye! — BH yu (1.2. 24) 
ee alge eye) 

a | Ər? Or 


其 中 H= Bo |W Row tu +e’ = |S |= S? 也 为 常数 ， 

20. 浅水 方程 组 

描写 均 色 不 串 庄 缩 流 体 ( 如 水 ) 运 动 的 浅水 方程 组 , 存 一 维 傅 
沈 了 可 以 与 为 


(1. 2. 25) 


Et eg FRAME. 和 4 分 别 为 + 方 向 的 速度 和 自由 面 的 高 
度 . 
21. KP(Kadomtsev-Petviashvili) 7 & 
KP 方程 就 是 二 维 的 KdV 方程 ,其 一 般 形式 为 
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acl t "a, + 8 
其 中 有 和 co 为 常数 . 
22. 准 地 转 位 涡 度 方程 
描写 大 气 和 海洋 的 大 尺 上 嵌 运 动 的 准 地 转 位 涡 度 方程 是 空间 二 
维 的 下 列 非 线 性 方程 


ou | 
Ox?! 


Cy Pu m 
一 ND 
+ zaye 0 (1. 2. 26) 


[St ge tegle=0 (1. 2.27) 
FP OK OF EE Cu 0) E 
u=- $, v = S (1. 2. 28) 


这 里 多 为 淮 地 转 流 范 数 . 在 方程 (1.2.27) 中 ,9 为 准 地 转 位 涡 度 ， 
EIK RAE PER 


q = fa Boy + Vd — Re (1, 2. 29) 
LEP fof 和 和 加 均 为 常数 ,而 
Vi =5,7 + By (1. 2. 30) 


为 二 维 Laplace 算 子 . 


1.3 非 线性 差分 方程 


差分 方程 是 微分 方程 的 离散 形 碟 ,其 白 变 量 为 n(n 二 0,1， 
2.) AREA x, (n=0.1.2,0). 27, 的 一 阶 蛙 数 和 二 阶 导 数 分 
TW aa; 一 zs Mane: San ta, 来 表示 ,差分 方程 也 称 为 映射 . 

在 物理 学 的 众多 问题 中 遇 到 的 非 线 性 差分 方程 和 非 线性 微 
分 -差分 方程 很 多 ,经 常 提 到 和 用 到 的 有 : 


D 有 时 称 此 方程 为 KP1 方程 或 负 闫 散 的 KP E ER FY oe 


3 
Se SE 的 KP ARRA KPI 方 各 或 正 频 散 的 KP 方程. 


1. Logistic 映射 

Logistic 映射 是 一 个 离散 的 生态 模式 . 设 zx; 代表 第 nH 
生物 群体 的 数目 (为 了 方便 ,已 用 生物 群体 数目 的 最 大 值 作为 参考 
值 无 量 岗 化 ) ,出 Logistic 映射 道 常 写 为 

Zany = BE, — r) OS 4,1,04 p< 4) (1.3.1) 


其 中 4 为 参数 . 
2. 帐篷 映射 
帐篷 映射 的 一 般 形 式 为 
1 
Zay = (1. 3. 2) 


很 容易 证 明 : BR py 二 4, 并 令 


zi 一 sin?| =, | (1. 3. 3) 


则 关于 x, 的 Logistic 映射 就 转化 为 关于 y, 的 帐篷 映射 ,再 将 yn 
改 记 为 x, 就 得 到 (1. 3.2) 式 . 


3. 移 位 映射 
移 位 映射 的 一 般 形式 为 
2x [osas 于 | 
Eee = Pie (1.3.4) 
22, — 1 [}<a<]] 


satro) j 1 
sin?) >y, 0<a<S > 
Trn 一 | | z] (1.3.5) 
cos'{ Fy.) | 二 二 二 
则 关于 c 的 Logistic 映射 就 转化 为 关于 y. 的 移 位 映射 ,再 将 y 
改 记 为 zx 就 得 到 (1. 3.4) 式 . 
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4. RRR 

出 方程 (1. 3. 1) 所 表征 的 Logistic PRAY X ER A — KR BRD 
物 线 映 射 . 类 似 的 ,可 引入 高 次 映射 . BESO. = Re YOR AY 
次 映射 可 分 别 表 为 

Luo = 24(3 — 422) (~1<4,<1) (1.3.6) 

Xai = 162.01 — x01 一 22,)* (O21) (1.3.7) 

by. = 2,5 - 2027+ 1624) (-1<a,<1) (1.3.8) 

5. Toda St 

非 线性 晶 格 的 运动 方程 是 一 个 微分 -差分 方程 ,其 形式 为 

&, = F(a... 一 区 一 下 (一 直人 (2 一 1 2 

(1.3.9) 

其 中 x, 为 第 x 个 单位 质量 质点 的 位 移 ,F RAS A E E R 
力 . 若 令 相对 位 移 为 


Ta =F Int) — Xn €1. 3.10) 
则 由 方程 人 .3.9) 很 容易 求 得 
Pn = Frai) -+ E (r,. 9) 2F (r,) ale 3. 11) 


Toda 假定 
Fir)=aQ1 ~e™”) (a>06>0) (1.3.12) 
则 方程 (1, 3, 11) 化 为 
六 二 42e we 一 el 一 ev (1.3.13) 
它 称 为 Toda BR $f (map), X HK Toda 唱 格 (lattice HR Toda $E 
(chain). 


1.4 函数 方程 


这 里 所 说 的 两 数 方程 是 指 一 个 函数 自身 或 多 个 函数 之 间 满 足 
的 一 个 代数 关系 式 , 这 些 函 数 方程 的 求解 在 非 线性 科学 中 有 着 广 
泛 的 租用 . 函数 方程 通常 包括 : 
15 


1. Cauchy 方程 
函数 f(z) 的 Cauchy 方程 - 般 有 下 列 四 种 形式 , 即 


ulz + y) =ulz) + uly) (1.4.1) 
ule + y) = ulz )uly) (1.4.2) 
u(xy) = u(x) + uly) (1.4.3) 
u(ry) = ulr)uly) (1. 4. 4) 
而 且 , 若 令 

z=ef, y=", uļlef) = v(E) (1.4.5) 

则 方程 (1. 4.3) 和 (1.4.4) 可 以 分 别 化 为 
vl + 9) = vuli) 4+ vl) (1. 4.6) 
vl + 9) = vug) (1.4.7) 


其 形式 分 别 与 方程 (1. 4 DAG. 4. DAR. 

2. Pexider 方程 

AR u(x), vlc) A wlr) WY Pexider 方程 是 Cauchy 方程 的 推 
广 , 它 一 般 有 下 列 四 种 形式 : 


u(x + y) = v(x) + uy) (1. 4. 8) 
uls + y) = v(z)wy) (1.4. 9) 
ulay) = v(x) + wy) (1. 4.10) 
uly) = ula)wly) (1.4.11) 


对 于 方程 (1.4. 11) ,分 别 令 zx 一 1,?y= 上 Mh r=, y= 有 
u(t) = vw), wE = tut) (一 zGD 天 0 
(1.4.12) 
u(t) = vw, v(t) = ult) (6 = wil) #0) 


(1.4.13) 
这 样 ,方程 (1. 4. 11) 可 以 改写 为 


wie Su (auly) (ab 0) (1.4.14) 


u’ (z) = LEES (1.4. 15) 


ab 
RY ce" Cr) 便 满足 
u‘(ry) =u" (£)u" (y) (1.4.16) 
其 形式 与 Cauchy 的 第 四 个 方程 (1. 4. 4) 相 同 . 


3. Euler 方程 
这 里 说 的 Euler 方程 是 指 齐 次 函数 方程 . 对 m 次 的 齐 次 函数 
z(x,y), 它 满足 
ulAT ày) = Aulæy) (天 0 天 0) (1.4.17) 
这 就 是 mx TR FF KK u(r, y) h Euler 方程 
(1.4.17) 式 两 边 对 4 微 商 后 ,再 今 A= 1 就 得 到 


Vy (1.4.18) 
它 称 为 Euler 公式 ,是 (1. 4. 17) 式 满足 的 微分 方程 . 
4. REAR 
标 度 方程 通常 有 下 列 三 种 形式 , 即 
u(Ar) = Xul) (1.4.19) 
u(x, À y) = Aulxyy) (1.4.20) 
u(x, ày) = Pule, y) (1. 4. 21) 


在 上 述 三 式 中 ACE0say 有 7 为 常数 ,都 称 为 标 度 指数 . 
(1.4.19) 式 、(1.4.20) 式 ,(1.4. 21) 式 分 别 对 4 微 商 后 ,再 令 
4 二 1, 分 别 得 到 


a = au (1.4.22) 
dz 
ou Ou 

af r + Poa; =k C1. 4, 23) 
ou Ou 

et Se 十 PSs = Yu 1. 4, 24) 


它们 可 以 分 别 视 为 (1.4. 19) 式 、(1.4. 20) 式 和 (1.4.21) 式 所 满足 
的 微分 方程 
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Ls 


1. 


u(x) + (1 + rje] 一 之 一 


1 


lë 


5. Fermi-Dirac 函数 方程 
此 方程 的 形式 为 


ree} = + (1 + yu 


3J @ 1 


指出 下 列 微分 方程 中 哪些 是 非 线 性 的 


-Z lt% 
oh y l+ 


(2) y =e"? 

(3)《z 一 ?十 1)y +3xr+y—5=0 
(A) (2° —]) x’ = azy Hr? 

(5) y +ty=sints 


(6) y+ y= 
(7) xy? —2yy +r=0 
ARS X EAR f 
a) ys 
(2) y se" 

(3) y 三 xy 十 z 十 y 十 1 


(4 m P=mg — m (p>0) 
i 
令 w 一 学 求 解 下 列 方程 
i 12 i ` 
Sen 


(2) y= ret — ry =0 


丁当 
il +y! 
(1.4.25) 


1. 


(3) y == +sin ara 


说 明 下 列 方程 的 类 型 (Bernoulli 方程 ,Riccati FR. MAY 
fi) 


(1) y +ty=zy 
(2) y =v A— 2) (1 — kx’) 


(3) y =ar yty ? 
(4) y? =4y +2725 
(5) rAr )y =r + y— ay" 


y A TAGS Ou yy u OM _ ON | 
求解 形 如 Mdx + Ndy=0| M= N= ay = 57] tt 


当 方 程 

1) (32? + ycosr)dr+ (sinz—4y' dy ==0 
(2) (3a°+6ay' Jdr + (627 yty dy=0 
(3) (@—2xy—y dx— (r+ y)*dy=0 
(4) edat(xe*—2y)dy=0 
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第 2 章 经 典 的 非 线性 方程 的 求解 


第 1 章 我 们 给 出 了 在 物理 学 的 众多 问题 中 所 遇 到 的 一 些 非 线 
性 方程 .本 章 则 给 出 其 中 一 些 相对 简单 和 经 典 的 非 线 性 方程 ,主要 
是 常 微分 方程 .差分 方程 和 函数 方程 的 求解 ， 

本 章 主要 根据 非 线性 方程 的 特性 ,利用 简单 变换 和 直接 积分 
的 方法 求解 . 


2.1 等 尺度 方程 和 尺度 不 变 方 程 


等 尺度 方程 和 尺度 不 变 方程 -- 般 可 以 通过 简单 变换 去 求解 . 
1. 等 尺度 方程 
所 请 等 尺度 方程 是 指 关 于 y(z) 的 常 微分 方程 在 尺度 变换 
< 一 Ar (A40,8®) (2.1.1) 
下 其 形式 保持 不 变 . 等 尺度 方程 可 以 通过 变换 
i d d g ad di 


r= (tax a? fa ae a | (2.1.2) 
{68 AAA EK Ae) A EED PED OK A. 
例 1 方程 
ry" yy = 0 (2.1.3) 


是 等 尺度 方程 .因为 它 在 (2.1.1) 式 的 变换 下 形式 保持 不 变 . MH, 
经 过 (2.1.2) 式 的 变换 ,方程 (2. 1.3) 化 为 


d2 dy _ dy _ ‘ 
a dt dé = 0 (2.1.4) 


dy du du 
d? de “dy 


(2.1.5) 
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则 方程 (2. 1. 4) 化 为 


u -u — yu = 0 (2.1.6) 
TE £0 时 (wx 一 0 使 得 y= 常数 ), 力 程 (2,1.6) 化 为 
=t (2.1.7) 
这 是 能 分 离 变节 并 可 直接 积分 的 方程 .其 解 为 
u= Ly t+y+C, (C = 常数) (2.1.8) 
Bp 
2 = ty +y+C, (2.1.9) 
FER FAD R 


y = 2 tan (Cilan + C) — 1 (Cy = BRO) (2.1.10) 
2. 尺度 不 变 方程 
所 谓 尺 度 不 变 方程 是 指 关 于 yo AY TRIN EE R 
Ear, r= wy (Aat ORRO (2.1.11) 
下 其 形式 保持 不 变 . REREAD RR 


yours (2.1.12) 
化 为 等 人 度 方程 去 求解 . 
例 2 在 (1.1.8) 式 中 心 标记 过 的 Thomas-Fermi 方程 
y” ser a`: rye (2, Ts 1») 


是 尺度 不 变 方程 . 因为 它 丰 一 At,z 一 A ly 的 变换 下 形式 保持 椒 
变 . nn AL, Sect BSR 
yr (2.1. 14) 
方程 (2. 1. 13) 化 为 
Z2zz” xz! + 122 = 2*" (2.1.15) 
CH -个 等 尺度 方程 . 再 经 过 (2.1.2) 式 的 变 入 ,方程 (2.1.15) 化 
为 
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d'z dz 


JE T 7 di + 122 = 24” (2.1. 16) 
虽然 这 个 方程 很 难 求解 析 解 ,但 可 以 肯定 它 有 一 个 
z = 12? = 144 (2.1.17) 
的 常数 解 . 因而 Thomas-Fermi FE (2.1. 13) 存 在 一 个 解 
y = 144273 (2.1.18) 
它 满足 Thomas-Fermi 方程 (2. 1. 13) 经 常 要 求 的 在 certo, 
yoni FR H. 
例 3 方程 
2 十 3zy + 2y = a ty 3 (2.1.19) 


是 尺度 不 变 方程 .因为 它 在 5 一 AMzz=A y 的 变换 下 形式 保持 不 
变 . 而且, 经 过 变换 

your'e (2.1. 20) 
方程 (2. 1. 19) 化 为 
zig" + rz +z =z’ (2. 1. 21) 
它 蚌 一 个 等 尺度 方程 ,再 经 过 (2.1. 2) 式 的 变换 ,方程 (2.1. 21) 化 
为 


d? = 2 
tre (2. 1. 22) 
车 再 应 用 (2.1.5) 式 的 类 似 变 换 , 即 令 
dz du du 
“u= i’ d ae (2. 1. 23) 
则 方程 (2. 1. 22) 化 为 
d — 4 
u 7 = =a (2.1. 24) 


这 是 能 分 离 变 量 并 可 直接 积分 的 方程 ,其 解 为 
w = Lace? — 24-1) (Cy = 常数 ) (2.1.25) 


Bp 
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dz = + + NEA =i l (2. l- 26) 
再 次 积分 求 得 

z = [coshC, — (sinhC, sin(2ing + C, (2.1.27) 
其 中 Cy =cosh'Cy A Cy 为 一 任意 常数 . 最 后 求 得 


y = 上 reoshC + CsinhC sin lax + C,) J (2.1. 28) 
E: 


2.2 经 典 的 一 阶 非 线性 方程 


1. Bernoulli 方程 
在 (1.1.2) 式 中 已 经 标记 过 的 Bernoulli 方程 为 
y + plr)y + gilr) =0 (m0.1) (2.2.1) 
该 方程 两 端 除 以 y” 得 到 
y "x + play "二 g(r)=0 (2. 2. 2) 
EEM 


则 方程 (2.2.2) 化 为 
z + (Qd — m)plr)z + (ngtr)=0 (2.2.4) 
这 是 关于 z(7) 的 -- 阶 线性 方程 ,其 解 为 
zo I mmole | .macyel da} 
(2. 2.5) 
其 中 忆 为 常数 . (2. 2. SR ALAC. 2.3) 式 即 求 得 y. 
例 1 方程 


y Co ty ssa aty’ = 0 (2.2. 6) 


是 $y aaa Se ae 的 Bernoulli 方程 , W iE E 


x 


ie 
i 


2 


z= y (2.2.7) 
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后 ,方程 (2.2.6) 化 为 
z — z+ grt =o (2.2.8) 
由 公式 (2. 2.5) 解 得 
z= (C — 2z) (C= 常数 ) (2.2.9) 
IRA C2. 2.7) 式 求 得 方程 (2.2.6) 的 解 为 
Y= 3C= 
有 了 Bernoulli 方程 的 求解 方法 ,很 自然 地 想到 ,能 否 将 
Bernoulli 方程 推广 并 将 它 化 为 一 阶 线性 方程 求解 呢 ? 我 们 考察 广 
义 的 Bernoulli 方程 
vit PEGO 十 ez) 末 (yy) = 0 (2.2.17) 
其 中 C 人 Gy? 和 五 (y) 是 ?的 函数 .为 了 求解 方程 (2.2.11), 我 们 称 
- 阶 线 性 方程 


(2.2.10) 


v + plru t+ a(x) =0 (2.2.12) 
为 非 线 性 方程 (2. 2. 11) 的 基础 方程 , 我 们 寻求 方程 (2. 2. 11) 的 解 
与 基础 方程 (2. 2. 12) 的 解 之 问 的 联系 . 设 vw 与 y 存 在 F 列 函数 关 
系 : 


v= RG) (2.2.13) 
因为 
es E sy (2.2.14) 
Si 


则 (2. 2.13) 式 和 (2, 2. 14) 式 代入 方程 (2. 2. 12) 得 到 
y+ rœ | are 十 gx) I =0 (2.2.15) 
方程 (2. 2, 15) 与 方程 (2. 2. 11) 比 较 得 
Gly) = IFAS" H(y) = (2. 2. 16) 
iA it 
Gy) 


v= FY) = Fey (2.2.17) 
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这 就 是 与 y 的 相互 转换 函数 .但 芳 把 (2. 2. 1D ROAD y 


dv dF 
i Ewe Te == BE 


diG\ 
ser eal mio! (2.2.18) 


这 就 是 解 (2. 2.17) 存 在 的 条 件 , 它 称 为 连接 条 件 . 
KELE, hg Bernoulli 方程 : Gly =y, Hy) = y", 


-" =] — m1. 但 若 取 G=; Ho) = 


CMH p| p) yO" DHL ah RHE T. 
当然 ,此 时 的 POR g Cx) BREA. 所 以 ,为 了 满足 连 
接 条 件 (2. 2. 18) , 常 将 方程 (2. 2. 11) 疏 写 为 


wt pIG(y) + (H(ty)=0 (2.2.19) 


BH 二 [六 | =y" Er 


其 中 
plaz) = hp(r), Gy) = tco), 
1 {2. 2. 20) 
qir) = kgl), HQ) = HO) 
HP AA~1. 对 Bernoulli 77 (2.2.1), k =1—m. 
H2 方程 
y te*—e *=0 (2. 2. 21) 
20.2.1) LKBWHE.CO)=1. HG) =". A nèl R) 


eem. 因此 , 它 的 基础 方程 为 


vtev—e=0 (2.2.22) 
这 是 能 分 离 变 量 并 可 直接 积分 的 方程 ,其 解 为 
v = 1 + Cexpi— e) (C= 常数 ) (2. 2. 23) 
代 人 (2.2 .17) 式 v 一 下 ;二 e*”, 因 而 求 得 方程 (2. 2. 21) 的 解 为 


y = In[i + Cexp(— e*)] (2. 2. 24) 
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2. Riceati 方程 
在 人 1.1.1? 式 中 已 经 标记 过 的 Riccati 方程 为 


y + play t+ elady’? + r(x) = 0 (2.2.25) 
作 变 换 
二 和 了 R 
了 一 g(x) 2 (2. 2.26) 
ee i ie S OE Tz), iccati 方程 (2 2 ， 
注意 y =al =| FT ]. 则 Riceati 方程 (2. 2. 25748 
为 
a | gia, 
z a ey a + grz = 0 (2.2.27) 


这 是 关于 zz 的 二 阶 线性 齐 次 方程 , 设 它 的 通 解 为 
z= Cz +z, (€,,C,= 常数 ) (2.2.28) 
其 中 z 和 zs 是 方 穆 (2. 2. 27) 的 两 个 线性 无 关 的 解 . 
这 样 , 便 求 得 Riccati 方程 (2. 2. 25) 的 解 为 
1 Cz! + Cz 1 2 + Cz, 


P . Canoe, = 7 » z F Tr (C = C/C.) 


y= 
(2. 2. 29) 
对 于 Riccati 方程 (2. 2. 25), 著 已 知 它 的 一 个 非 零 特 解 为 yo 
则 可 令 
payee (2.2. 30) 
则 xz 满足 
ul + (p+ 2qy, ju + qu? = 0 (2.2.31) 
这 是 m=? 的 关于 u 的 Bernoulli 方程 . 
还 需 注 意 的 是 ; 当 r(z) 一 0 时 ,Riccati 方程 (2.2.25) 就 化 为 
m==2 的 Bernoulli 方程 . 
例 3 方程 
y — y sr (2. 2.32) 
这 是 plc) =0,g¢(2)=—lorlads—e H Riccati 方程 .通过 变换 
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y 二 一 z =— (Inz)’ (2. 2. 33) 
方程 (2.2. 32) 化 为 


z" + rz =0 (2. 2. 34) 
这 是 xz( 一 z+) 满足 的 Airy 方程 ,其 通 解 为 
z = C Al— 2) + CB(— x) (2. 2. 35) 


其 中 AWAM Bi(x) 为 第 一 类 和 第 二 类 Airy RR. 
(2. 2, 35) 式 代 人 (2. 2. 33) 式 求 得 方程 (2. 2. 32} 的 通 解 为 
Al(— z) + CB( x) 
Y= A x) + CB x) 
根据 Airy 函数 的 性 质 . 在 rz 一 十 3 时,(2.2.35) 式 可 近似 表 为 


(C = C/C) (2.2.36) 


z= ax cos] Zar) (2.2.37) 


其 中 a 为 常数 . 
(2. 2. 37》 式 代 人 (2. 2. 33) 式 可 以 求 得 x 一 十 oo 时 ,方程 
(2. 2. 32) 的 渐 近 解 为 


y= Varan] Zan) (x ++ œ) (2. 2. 38) 
例 4 方程 
yt py = 2 (2. 2. 39) 
这 是 p(x) =0.g(r) = 1/2, 2) =— 2k" 的 Riccati 方程 . 则 作 变 换 
a Zy = 2(inz)’ (2.2.40) 
后 ,方程 (2,2.39) 化 为 
z" — kz 一 0 (2.2.41) 


它 有 通 解 
z = Acosh(kr — 5) (A, HERO (2. 2. 42) 
代入 (2. 2. 40) 式 求 得 方程 (2. 2. 39) BY SH E A 
y = 2ktanh (kx — 6) (2.2.43) 
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例 5 方程 


1 


ytszy¥=-3 


2z? 


(2.2.44) 


这 是 p(z) 一 0.g(7) 一 gern) set Riceati 方程 . 不 难看 出 , 方 


HEO. 2.44) - BRB 一 1 和 ,如 令 
= 
二 +u 
则 zx 满足 
wot akg + ly = 0 
x 2 


? 
这 是 Bernoulli 方程 . 作 变 换 


后 ,方程 (2. 2.46) 化 为 


] 
Sl ih Se ee 
T 


由 公式 (2. 2, 5) 解 得 
2 一 ACTlnrr2) (C 二 常数 ) 


代 和 (2.2.45) 式 求 得 方程 (2.2. 37) 的 解 为 


TEE 
| c+ Fna] 


3. Chrystal 方程 
在 (1.1.3) 式 中 已 经 标记 过 的 Chrystal 方程 为 
y + aay + by tex? =0 
此 方程 可 以 改写 为 下 列 形式 : 
Cy + ax/2)? = (a’?/4 —c)x*? — by 
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(2.2.45) 


2. 


bs 


.2. 


46) 


.47) 


48) 


.49) 


.50) 


若 bo WERE 


yt4tant er (2. 2.54) 
这 是 很 易 求 解 的 一 阶 线性 方程 . 若 5 关 0, 则 令 
y= ae (2.2.55) 
使 方程 (2, 2. 53) 化 为 
Cez! + 2z + af?) = a®/4 — c — bz (2. 2.56) 
再 作 恋 换 
vat C 一 bz C252..573 
则 方程 (2. 2. 5646 
cou pu t Lo 一 yla? -+ ab- 4c) = D (2.2.58) 


QI @’?--ab -4c 一 0, 则 上 式 化 为 


fo. L v + = =0 (2.2.59) 
RUA POR RMN oe 的 -- 阶 线性 方程 . 
Ble 方程 
y 2ry' — 37 = 0 (2,2. 60) 
3X HB a= 2.b=0.c=--3 H Chrystal 方程 .相应 的 (2. 2.54) 式 化 为 
y 十 工 一 士 te (2.2.61) 
由 此 求 得 方程 (2. 2. 60) 的 解 为 
yo 44 和 oye ay (2. 2. 62) 
例 7 方程 
yt 十 xy 十 2y 十 Tr 一 (2. 2. 63) 


BR a= 1 b= 20-248 Chrystal 方程 . 因为 这 里 十 ab 一 和 二 0， 
故 作 变换 (2. 2.55) 和 (2.2.57) 后 化 为 
29 


fttpt ting (2. 2. 64) 
z x 


它 很 易 求 得 为 
v= 431 (d 一 常数 ) (2.2. 65) 
代 人 (2. 2. 57) 式 求 得 
teas hace, eae Ie 
ea~- 4 a(S F 1 (2. 2. 66) 
代入 (2. 2.55) RAKE 
yas Lr = Tid Fr) (2.2.67) 


4. 第 一 类 Abell 方程 
在 (1.1.4) 式 中 已 经 标记 过 的 第 -- 类 Abel 方程 为 
y + play + qr)y 十 rr) + s(x) = 0 (2. 2. 68) 
它 没 有 固定 的 解法 , 但 对 于 pla) =0.5(2) =0 的 特殊 精 况 , 即 方 
#2 (2. 2. 68) 变 为 
y +Hgala)y 二 rr y= 0 (2.2.69) 


的 情况 . 如 果 | 并 | 一 ag(e 为 一 常数 ), 则 可 令 
q 


y=: (2.2.70) 

使 方程 (2. 2.69) 化 为 下 列 可 分 离 变 量 的 形式 : 

2 
2 + L(2t + 2? az) =0 (2.2.71) 
例 8 方程 

y +2y¥ —zy =0 (2.2.72) 

是 (2.2.69) 式 类 型 的 第 一 类 Abel 方程 : 若 令 
pee oe (2. 2.73) 

则 方程 (2. 2.72) 化 为 

xz’ — zx(z— 1):=0 (2.2.74) 


30 


这 不 但 是 可 分 离 变量 的 方程 ,而 丘 是 等 尺度 方程 . 则 再 令 


a [= 去 = 了 | (2. 2.75) 
后 ,方程 (2.2.74) 化 为 
竺 一 = 一 1 一 (2. 2. 76) 
此 式 积 分 求 得 
了 +n Hla +O (C= 常数) 


(2.2.77) 
和 代入 (2.2.73) 式 最 后 求 得 方程 (2. 2. 72) 的 解 为 


1 i ‘Vo ee 
lep Sa 


(2. 2. 78) 
例 9 AH 
yi =ka—yb—-y) (abk WHR) (2.2.79) 
这 是 Abel 方程 ,但 它 可 分 离 变量 并 直接 积分 求 得 


r 1 1 1 a— y ` ，_ aw 
[iS pin $2] +( (C= 常数 ) 


re 
ec É 


(2. 2. 80) 
5. 第 二 类 Abel HE 
在 (1. 1. 5) 式 中 已 经 标记 过 的 第 一 类 Abel 方程 为 
Ly + s(x) ]y' + play + glr)y + r(x) 一 0 


(2. 2. 81) 
著作 变 换 
之 二 Teas (2, 2. 82) 
WHE PY LAE a — 2 Abel 方程 
2 — qz + (— pt 2gs +s)? 
+ C~ gs? + ps —r)e? = (2. 2. 83) 
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2.3 BAAR 


在 (1.1.6) 式 和 (1.1.16) 式 中 已 经 标记 过 的 椭 加 方程 可 以 写 


为 两 种 形式 , 印 为 
y? =a, tay + ay’ + ayy? + ay! (2.3. 1) 
或 
y” = A; 十 Ay + Ay” + Ay (2. 3. 2) 


Hh GG) Fr FE 9 A EGER BRB R PA AS Be YE 
义 和 性 质 详 见 附录 C. 
1. 第 一 种 椭 曙 方程 
这 类 椭圆 方 程 可 表 为 
yt =a -tby tey (abr 0) (2. 3. 3) 
即 在 方程 (2. 3. DPP ay ~a-4, —0,@.=b,a;=0.a,H¢ 的 情况 .将 方 
程 (2, 3.3) 的 两 边 对 « 微 商 消去 ?得 到 
y! = by + 2ey (2.3. 4) 
这 就 是 方程 (2. 3.2) 中 A,= 0,4, =b, A =0,A,= 2c 的 情况 . 
根据 椭圆 函数 的 性 质 可 以 求 出 下 列 各 种 椭圆 方程 的 Jacobi 
HG (BD 2 3c HF. 
(1) a=1,b=— (1-4k) c= eR WE 


y? = 0 — #9 — ky) (2.3.5) 
或 是 方程 
y=— A+ y + 2k y (2. 3. 6) 
它们 的 解 为 Jacobi HA EK mR. 
y = sn(r,k) (2.3.7) 
(2) a=k ° =] -k b= 2k —1 c= —k* 
yy? = 1 yE + k'y) (2. 3. 8) 
或 是 方程 
y" = (28? — 1)y — 2k? y? (2. 3.9) 
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它们 的 解 为 Jacobi #4 lal 4 3% pa & 


y = cn(z.k) (2.3.10) 
(3) a= -k 二 一 (1 -k ) b= kcl BERR 
yy? = d yO? — k) (2. 3, 11) 
或 是 方程 
y= (2 By — 29 (2, 3,12) 
它们 的 解 为 第 三 种 Jacobi HAR ik RR: 
y = dn(x,k) (2.3.13) 
(4) a=k, b=- (142) ,c=1, HEE 
yx? = (y? — 1) Cy? — k?) (2.3.14) 
或 是 方程 
y= — (Lt Ay + 2y’ (2. 3.15) 
它们 的 解 为 
y = ns(x,k) = ET (2. 3. 16) 
(5) a 一 一 如 ,6 二 2 一 1 c =k =1-2# HEE 
y? = Cy? D + Ryd (2.3.17) 
或 是 方程 
y” = (2k? -— 1)y + 2k ty’ (2. 3. 18) 
它们 的 解 为 
y = nex) = EE (2. 3.19) 
(6) a= —],6=2--2 c= —k"°=--O—#”) MBE 
y? = (y? — 11 — k?y) (2, 3. 20) 
或 是 方程 
y! = (2 — ky Db yh (2.3.21) 
它们 的 解 为 
y= nd(z,k) = (2. 3. 22) 
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(7) a=1,6=2—#' c=k?=1-#? MEA 


y= (14+ 590 + by) (2. 3. 23) 
或 是 方程 
y= (2 — kè)y F 2k y! (2. 3. 24) 
它们 的 解 为 
y =se(r,4) = mt (2.3. 25) 
(8) a=1,b=28 —lic=— k'k, BHA 
yrs (eMC ~ k?y?) (2.3. 26) 
或 是 方程 
y" = (2k? — 1)y — 2b ay? (2.3, 27) 
它们 的 解 为 
y = sd(x ky = PER (2. 3. 28) 
(9) & 一 上 xs] 一 如 ,一 2 有 sc 一 1* 即 屁 方 程 
y= 2 yk (2. 3. 29) 
或 是 方程 | 
yl (2 — ky 2 (2. 3. 30) 
它们 的 解 为 
Peete eo enn) (2.3.31) 
(10) a=1,6=— (42) .c=k WWE 
yP=d—yD —#y) (2. 3. 32) 
或 是 方程 
y" =— AHR Dy + Dey? (2. 3. 33) 
它们 的 解 为 
y = d(x, k) = eS (2. 3. 34) 
注意 ,方程 (2. 3. 32) 形 式 同方 程 (2, 3, 5), 方 程 (2. 3. 39 BRAY 


程 (2. 3. 36). 
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(11) a= ~k’ k = — k (1 — 2") ,5b 二 2&: 一 1,c 二 1, 即 是 方程 


y? = O ROO — k?) (2. 3. 35) 
或 是 方程 

y" = (2k? — iy + 2y (2. 3. 36) 
它们 的 解 为 

y= ds(x,k) = ante) (2.3. 37) 

(12) a=k, b= — (1+8) ,ec 二 1, 即 是 方程 

y= (9? — 1065? — k?) (2. 3. 38) 
或 是 方程 二 

入 一 一 人 十 二)y H+ 2y? (2. 3.39) 
它们 的 解 为 

y = dc(z,k) = oor (2. 3. 40) 


注意 ,方程 (2. 3. 38) 形 式 同方 程 (2. 3. 14), 方 程 (2. 3. 39) 形 式 同 方 
程 (2. 3.15). 

把 以 上 12 个 解 乘 以 常数 4 ,就 可 以 获得 另外 12 个 方程 和 要 
应 的 解 . 

(13) a=A’ b= — +2) c=k/ A PETE 


yl? = (A® -— 2) (A? — By?) fA? (2. 3. 41) 
或 是 方程 
y! =— + By +2 Sy" (2.3.42) 
它们 的 解 为 
y = Asn(x,k&) (2. 3.43) 
(14) a= Ak =A R) b= 28? 1 c= — B/E EWE 
y? = (A? — yy?) (RA? + by?) / A? (2.3.44) 
或 是 方程 
y" = (2k? — ly — 2 oy C2. 3. 45) 
它们 的 解 为 
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y = Acn(z,k) (2. 3.46) 
(15) a=— Ak = — A*(1— 8°) b= 2-2 c= -1/A° IE 
方程 


y? = CAP yy — kA/A: (2.3.47) 
或 是 方程 
y= 2k Sy (2.3. 48) 
它们 的 解 为 
y = Adn(x,h} (2.3.49) 
(16) a RA? b= — (14482) c= 1/4? BEDE 
y= (x AO — BA) /A (2. 3. 50) 
或 是 方程 
y = (LH Ry i yA (2.3. 51) 
它们 的 解 为 
yo Ans(r,k) (2.3.52) 


7) a= RA’ b52? — l,e =k A 1 RDA. RBH 


yr = Cy ARA + Ry?) SAP (2.3753) 
成 是 方程 
yy 一 (28 一 1])y 十 2 人 (2.3.54) 
它们 的 解 为 
y= Anc(r,k) (2.3.55) 


(8) a= A bS? ,c= APSA -ORIA RE 
方程 


一 (2. 3. 56) 
或 是 方程 
a! (2 = A*)y cate 2 oe (2. 3. 57) 


它们 的 解 为 
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y = And(x,k) (2. 3. 58) 
(19) a 二 A ,b=2—# c =k A= (1A "PETE 


yl? = (APH yh) CAE + RYA? (2. 3.59) 
或 是 方程 
: Be 7 
y"=(2 ROY 2 a9" (2. 3. 60) 
它们 的 解 为 
y = Asc(z,k) (2.3. 61) 


(20) a= A”, b= 2k — Lc — KR ATS — BC AF, BD 
是 方程 


y= (At + By?) (Ae — Bly") / AP (2. 3. 62) 
或 是 方程 
ogre 
yl = Ok ~ 1) — 2 ay (2. 3. 63) 
它们 的 解 为 
y = Asd(x.k) (2. 3. 64) 
(21) a= Ak = APO) 6-2 -—B c= 1A AER 
yt = CAP Hy CREAR + yA” (2. 3. 65) 
或 足 方 程 
Pea kyd ey (2. 3. 66) 
它们 的 解 为 
y = Acs(r,k) (2. 3. 67) 
(22) a=A + 由 一 — (Lk?) e SR SA’. 到 是 方程 
yl = (A? ye — By AP (2.3. 68) 
或 是 方程 
yl =-- (1 + )y + 2 Ay? (2. 3. 69) 
它们 的 解 为 
y = Acd(r,k) (2, 3. 70) 


注意 ,方程 (2. 3. 68) 形 式 间 方程 (2. 3. 41) ,方程 (2.3.69) 形 式 同方 
程 (2. 3.42). 
(23) a= — kk A? = — #1 R) A b= 2h? —1 c= 1/A*, BD 
是 方程 
y? = (Cy + BA?) Cy? = kP A/A? (2.3.71) 


或 是 方程 
y= Qk 一 1)y 十 A (2.3.72) 
它们 的 解 为 
gts dete) (2. 3.73) 
(24) a=k A b= — +h) c=1/A?, BE 
yf? = GF — AG? — BA®)/2? (2, 3.74) 
或 是 方程 
y=— C1 + ky + Sy (2.3.75) 
它们 的 解 为 
y = Adc(z,k) (2.3.76) 


注意 ,方程 (2. 3. 74) 形 式 同 方程 (2. 3.50), F823. 75) 同 方程 
(2.3.51). 
例 1 第 一 种 非 线性 无 质 基 的 Dirac 方程 的 最 简 形式 为 
y’ tay =0 (>0) (2. 3.77) 
E a ee Cee eee ES pa 
BESTE ae a AE a 
(2.3. 7D A fA 


yest i en| £ 


Be 
= to 


(2.3.78) 


其 中 xo 为 积分 常数 . 
例 2 第 一 种 非 线性 无 质量 的 Dirac 方程 的 最 简 形式 为 
yoy 0 GSO) (2.3.79) 
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DR. CA — FF Re 


2 1 
y= 和 (2. 3. 80) 
1 l : 
ART, EE wae : k= — ASH ， 
同时 , 它 与 方程 (2. 3. 54) 比 较 知 Te az 因而 方程 
(2.3. 79) 还 有 一 个 解 为 
yao yn? 一 太志 (2.3.81) 


Bl 3 Yang-Mills #1. 1.34.4 F=] 和 人 一 2 一 一 1 的 
情况 下 化 为 
oe (2.3.82) 
ER ysr HEE >We BOE RBA RC. 3.77). 
只 是 4=:e: WA 


ne fp ae tp ea (tal oe asthe og A 
yor=t- = en| = ez (2. 3. 83) 


$l 4 Yang-Mills 方程 (1.1. 304 t= F= pP — l 的 情况 
下 化 为 
(2.3.84) 


月 


o — e'z y = 0 
z” - eye = 9 


BR y=z FER o> 0. NST HH RIE MB C2. 3.79), 
只 是 4=e ,因而 有 两 个 解 


{9 iT 
yorat%2 id (2. 3. 85) 
1 j 1 ya 
yo at dines mG (2, 3. 86) 


De PR Yang-Miile 方程 在 时 间 - 7 fe) KKR BRE BET: instanton) .并 用 它 
说 明基 本 料 地 不 问 状 态 问 的 转换 ， 
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如 凡 把 以 上 12 个 解 中 的 自 变 量 换 为 uel 为 常数 ), 则 又 可 
以 获得 另外 12 个 方程 和 相应 的 解 . 


(25) a= A b= — (lh) ,c= ae , 即 是 方程 
30 = Hat — y?) (A? — k’ yë) (2. 3. 87) 
或 是 方程 
y” = ell tky H SB ae y? (2. 3. 88) 
它们 的 解 为 
y= Asn(ur,k) (2. 3. 89) 
(26) a= AR? b= p (2k? ~1) ,¢c=— 48 /A MEE 
2 
y? = at yA + By?) (2. 3. 90) 
或 是 方程 
© 2272 
y= (2k — Dy — BEE y> (2.3.91) 
它们 的 解 为 
y = Acn(er,k) (2. 3.92) 
(27) a=— pw AR? b= (2-8) c= — V/A PRE 
ys Beat — y*) Cy? — kA?) (2. 3. 93) 
或 是 方程 
"= #2 — By hy (2.3.94) 
它们 的 解 为 
y = Adn(pexr,k) (2. 3. 95) 


(28) a= pk A? b= — +8) c= ¢/A*, MEN 
y?’ = Ho — At) (Cy: -= RA) (2. 3. 96) 


或 是 方程 
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7] 2 z 2g? 3 r, 
y” = a yH 42>” (2. 3. 97) 


它们 的 解 为 
y = Ans(per,k) (2.3.98) 
(29) a= — RA? b= p OR ~-1) ,ce 二 yk'?/A!, 即 是 方程 
2 
y= as 一 ARA? 十 Ri? y?) (2. 3. 99) 
或 是 方程 
y” = pê (2k? 一 1)y + e y? (2. 3. 100) 
它们 的 解 为 
y = Anc( ur, k) (2.3. 101) 
(30) a= — wA? b= p Ok), c= o ROA? DE 
è 
y? 一 ey — A*)CAt — bry?) (2. 3. 102) 
或 是 方程 
2pt2 
y" = 2 _ R)y — ae y’ (2. 3. 103) 
它们 的 解 为 
y = And(pux.k) (2. 3. 104) 
(31) aS A b= Ok) kA AB 
y? = AAP + yA? + Ryt) (2. 3. 105) 
或 是 方程 
2392 
y" = 202 — ky + an y’ (2.3. 106) 
它们 的 解 为 
y = Asc yx yk) (2. 3. 107) 
(32) a= PPA! b= OE Dice — p kk A EA 
y =s ACA? + 2y) (A? — k'?y?) (2. 3. 108) 
或 是 方程 


4i 


2k? k? 


y” = (2k — Dy 一 Aes (2. 3.109) 
它们 的 解 为 
y = Asd(pr,&) (2. 3.110) 
(33) a= APR? b= Ok) c= /A* BW 
of? = FAY + RAE + y?) (2. 3. 111) 
或 是 方程 
w= 2 Ry Ht y (2.3.112) 
它们 的 解 为 
y = Acs pr, k) (2. 3.113) 
(34) a= p A b= pi lR SeA RER 
2 
y? 一 rae — yA? — ky?) (2. 3.114) 
或 是 方程 
y= KO + By 十 CE ys (2. 3.115) 
它们 的 解 为 
y = Acd(pr,k&) (2. 3.116) 


(35) a=— per k A b= pe (28-1) cH / A HE 
2 
y? = FG + BAN Cy? — kA?) (2. 3.117) 


或 是 方程 
y = Ok 一 1)y 十 oe yi (2. 3. 118) 
它们 的 解 为 
y = Ads (perk) (2. 3.119) 
(36) a= Pk A? b= — 1+) cH /A' MEH 
2 
y= ai" 一 A?)(y? — kA?) (2. 3.120) 
或 是 方程 
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" 2 2 aye 4 
y= MLE ROSE yy (2. 3.121) 


它们 的 解 为 
y = Adc(ur,k) (2. 3.122) 
AS 第 一 种 非 线性 有 质量 的 Dirac 方程 的 最 简 形式 为 
y—mytay=0 (A> 0.m>0) (2.3.123) 


(2. 3.123) 85 A 


一 oy ee ces A =e 
y=itm ia) w (x tl 


2—k 
(2. 3.124) 
ysrtm/ JA (k=0) (2. 3.125) 
yokm ne sechm(z — a) @&=]1) 
(2. 3.126) 


例 6 第 二 种 非 线 性 有 项 量 的 Dirac 方程 的 最 简 形 式 为 
y’ — my Aye =O A>0,m>0) (2.3.127) 


与 方程 (2. 3. 112) ERM: Feuer ean 如 因此 ,方程 
(2. 3. 127) RRA 


pea ae 
ees eas ee ee ee >t] 
yoim Vita el zp 


(2. 3. 128) 


Ate GE. 4 k=0 和 & 一 1 时 ,上 式 分 别 退 化 为 
m 


yrou- cot ~- (r — z) (k= 0) (2. 3.129) 
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Io 
tyg” «csch mlx — x) (k= 1) (2, 3. 130) 
例 7 第 三 种 非 线性 有 质量 的 Dirac 方程 的 最 简 形 式 为 
wot my— ày =O (0 全 0) (2.3.131) 


2 本 
与 方程 (2. 3. 88) te BE: e =e EN eke Wt. WR 
(2. 3. 131) RRA 


y= mk 


* 人 al m = sk 
Vie LASSE 


(2. 3.132) 
和 让 报 幅 确定 , 当 &=-0 MO A= 1 时 ,上 式 分 别 退化 为 
y=0 (&=0) (2. 4.183) 
¥ =+ Vit tanh -5 (z -zo| (k = 1) (2.3. 134) 
例 8 非 线性 Rossby 波 的 振幅 4 随时 间 ¢ BEWE 
[EI 一 
(2. 3.135) 


; i min ve Ny > 
4 方程 (2. 3. 93) 比 较 知 : Aaah? =|" | ,一 24 因此， 
方程 (2. 3. 135) 的 解 为 


| `; 
a = dyn NAS oz] (2.3.136) 


其 中 办 满足 


Bevin |” 


ot oe A -| (2. 3.137) 


g Rimax i 
2. 第 二 种 椭圆 方程 
这 类 梢 圆 方程 串 胡 为 


y? = ay > by t ey? (a,b.c Æ 0) (2.3. 138) 
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即 在 方程 (2. 3. 1) a9= 054; =A50,=b,a;=C,a,=0 的 情况 . 将 方 
程 (2. 3.138) 的 两 边 对 xz 微 商 消去 y 得 到 


y'= = + by + Sy (2. 3. 139) 


这 就 是 方程 (2. 3. 2) 中 A= S.A, =b,A, ==, A=0 的 情况 . 


根据 椭圆 函数 的 性 质 呆 以 求 出 下 列 椭 加 方程 的 Jacobi 椭 图 
函数 解 . 
(1) a=4,b=—4(1 +47), c=4k MBER E 


y =4y y)(] — ay) (2. 3. 140) 
成 是 方程 
y= 241 — 201 + k’)y + 3k:y:} (2. 3. 141) 
它们 的 解 为 
y= sn:(r,k) (2. 3. 142) 
(2) a=4k h= ak — i)e = Ak R E 
y7 = 4y — yk + By) (2. 3. 143) 
或 是 方程 
y” = 21k + 202k -1)y — BR yy} (2. 3. 144) 
它们 的 解 为 
y =en'(r5k) (2.3. 145) 
(3) a= — 4k? .0 一 4(2 ， BY) c= — 4 
yw? = 4y( — yy — k) (2. 3. 146) 
或 是 方程 


y" = 2{— k? 4+ 202 — ky 3y} (2.3.147) 
它们 的 解 为 
y = dn’(z,k) (2. 3. 148) 
(4) a=4A,6=—41 +8) ,c= 二 4&/A, 即 是 方程 


yA) (2. 3. 149) 
A 


y= 2(a— 20 + ey + E x) (2.3. 150) 


它们 的 解 为 
y = Asn*(z,k) (2. 3.151) 
(5) a=4AR'*,b=4 (28-1) c= —482/A, BB 
y= £ya — y) (AR? + ky) (2. 3.152) 
或 是 方程 


. 2 
y" = 2{ Ak’? + 242k = ly — aa} (2: 3. 153) 
它们 的 解 为 


y = Acn*(z,k) (2.3. 154) 
(6) a 二 一 44k 一 4(2 一 好) sc 一 一 4/4. 即 是 方程 
y? = Å yA yy — AR) (2.3. 155) 


或 是 方程 
y” = 2l — Ak? + 202 — By — 4 y?) (2.3.156) 


它们 的 解 为 


y = Adn*(z,k) (2. 3.157) 
(7) a=4Ap o=—4 +k) 1c 二 4yek*/A, 即 是 方程 
y? = HESA — y)(A — k’y) (2. 3.158) 
或 是 方程 
y! = 721A — 20 + By + ary (2,3. 159) 
它们 的 解 为 


y = Asn®*(uz,k) (2. 3.160) 
(8) a=4Ak b= 416 (28-1) c= hk /A MEW E 


2 4K ， A yp : 
或 是 方程 
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z 
y” = 2p) AR? + OR? -- 1)y oe y?) (2. 3.162) 


A 
它们 的 解 为 
y = Acn (per) (2. 3. 163) 
(9) a= —4AR b= 442 (2-2) c= — 47 /A MEW EB 


n 44 A ( Abt? ae 
eS ae yoy ) (2. 3. 164) 


或 是 方程 
y'= 2? | — AR? 十 2(2 — k)y— 本 ?| (2. 3. 165) 
它们 的 解 为 


y = Adn*(uxr,k) (2. 3. 166) 
例 9 方程 
y? = Yyly— a)y — B) (Y>0,8 > a> od) 
(2. 3. 167) 
此 方程 可 以 改写 为 
y? = By 2 >| (2. 3. 168) 


a 


与 方程 (2. 3.158) #4: Aza p=”, 3 ,因此 ,方程 
(2. 3. 167) 的 解 为 


y =asni| YE, a] (ane (2.3. 169) 


2 
B10 TE 
yl? —— Yyly — @)(y —@~ 8) Y>0,8 > a> 0) 
(2. 3. 170) 
此 方程 可 以 改写 为 
2_ BY j 
gta Pa — yfe =al g) sm) 


与 方程 (2. 3. 161) be RR: Anam em 4, it He 
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(2.3. 170) 的 解 为 
f 


Pe 


y = an| > zk] je (2.3.172) 
例 11 方程 
y? =— Yyly— By- Ba >, >a> 0) 
(2. 3. 173) 
此 方程 可 以 改写 为 


yt = g-os- al1- 4) | (2. 3.174) 


与 方程 (2. 3. 164) 比较 知 : 4 一 B, 居 一 全 ,大 一 号, 网 此 ,方程 
(2. 3, 173) 的 解 为 


y = pan E aa] rac (2, 3.175) 


3. 第 三 种 椭 回 方程 
这 类 桥 圆 方程 可 表 为 
y? =a + by tcy? tdy (a,6,4 #0) (2.3.176) 
即 在 方程 (2. 3. 1) 中 ap=a,a,=b.m=c.a—d 的 情况 . 将 方程 
(2. 3. 176) 的 两 边 对 zx 微 商 消去 y 得 到 
y= 3 十 cy 十 ay (2. 3.177) 
下 面 给 出 常用 的 两 个 方程 的 解 . 
(1) a= = Ayiy2ys b=ACy yet yy tb yay c= Aly t+ yz 
十 和) sd 一 4(4 记 0), 即 是 方程 
y? = A yy yy ~ (A> Ory, hy) 
(2. 3.178) 


或 是 方程 
A 4. 9 
= ode + yaya 十 yan? — AC + ya + ydy t s x 


(2. 3.179) 
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HR Fk BAY YT Y3 视 为 y# a= y: y4 Bay. yk = g= 
了 则 方程 (2. 3. 178) 就 化 为 方程 (2. 3. 167). 因此 ,方程 
(2. 3.178) BYE J 

Y= ys + Cy 一 oan 2 Oi 一 y) rk 


‘i eee 
= yo — (32 — RE (y1 一 ys) rl Os Sys y) 
E 


(2. 3. 180) 


k = [2 3s (2. 3. 181) 
¥i 3 


为 模 数 . 当 yj 一 y 时 光一 1, 则 解 (2.3.180) 化 为 


其 中 


z eo 
y=} 一 Cy, = 43) sech? nee ay ya) x (2. 3. 182) 
(2) a= Ay yzy; b= m Ayy H yeyi t yy 6 =A CW + y 

y) .d=—-ACA>0) BEAR 
y? = Aly — yw) Cy — yd Cy — y) (A> 059) 2 y È ys) 


(2. 3. 183) 


或 是 方程 


, A A, 
= 7 (V1 + ays + yay) + Aly + x2 + y) 一 say 


(2. 3. 184) 


只 要 把 这 里 的 一 yz 视 为 y; 并 令 a y= y y = 


2 
B 
= 则 方程 (2. 3. 183) 就 化 为 方程 (2. 3.170). 因此 ,方程 


(2. 3. 183) 的 解 为 


y= y+ On - yoen'| jA (yw 一 yesh | Syy) 


C2. 3. 183) 
其 中 


k= jm (2. 3. 186) 


当 Vam Va 时 一 1], 则 解 (2. 3. 185) 化 为 


y = y, + Cy ya)sech’ Jao — yor (2.3.1872 


ie SEG ch O E CE BPR A g BC. 3. 176) 中 , 若 a= 
—g3,b=—g2.c=0,.d=4, NEMA 
2 一 4 gry 一 B83 (B2183 HERO CQ. 3.188) 
这 是 Weierstrass MARR y= plrig g) (RRR C) 所 满足 的 
微分 方程 .(2.3.188) 式 还 可 以 改写 为 
E: 


g” = 6y? — > (2. 3. 189) 
因此 ,方程 (2, 3. 188) 或 (2. 3. 189) 的 解 为 
了 一 PLIE ga) 《2.3. 190) 
例 12 方程 
y= 6 Fa (a> 0, 常 数 ) (2. 3.191) 


这 是 方程 (2. 3. 189) 中 gp. = 30° 的 情况 ,尽管 它 呆 以 用 Weierstrass 
椭圆 函数 求解 . 但 若 作 变换 


[3a | 
E= ža A y=al1t+ Fel (2. 3.192) 
方程 (2. 3.191) 化 为 
de mr HY Ande She) (2. 3. 193) 
dé 
EH -DEH 
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z = tan? (Ẹ — &,) (2. 3. 194) 
因此 ,方程 (2.3.191? 有 -个 解 


ogee 
yaat a EEE a] (2. 3. 195) 
其 中 ze 为 积分 常数 . 
4. 第 四 种 椭圆 方程 
这 类 梓 圆 方程 是 方程 (2. 3.1) 中 4 二 0 或 a 二 0 且 可 以 直接 
积分 的 情况 . 如 
(1) 方程 


y? = ylar + ay) 或 y"=ayt Zay (2. 3. 196) 
直接 积分 上 式 ,得 到 


|_ 2? sech? La 


(x 一 四 (ay > 0,azy < 0) 


y= az csch? se (x 一 =| 《az > 0,43y > 0) 
ay 2 
V-a ] 
— Z sect | 2E (r 一 n) (a, < 0) 
| a; } 2 i 
(2, 3. 197) 
其 中 zo 为 积分 常数 . 

(2) 方程 


y= y’ la tay) 或 y= ay 十 ay (2. 3. 198) 
直接 积分 上 式 , 得 到 


| + J> csch| Va; (x 一 +) | la, > 0,a, > 0) 


y=rst+ T= “sech| Va; (x — za) | (a, > 0,a, << 0) 
4 He 
| + J- Bese = a(x 一 za) | (a, <.0,a, > 0) 
4 


(2. 3. 199) 
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其 中 ro 为 积分 常数 . 


(3) 方程 
yt = yla, + azy + ayy”) 


或 
y” = ay 十 Say + 2a,y* (2. 3. 200) 


当 a<0 和 as>0,a 0 时 ,直接 积分 得 到 
7 Dain < a pea —— 
| 2a) | at hase, cosh] Za, (r— za) | +a; (y220) 


y= i 5 
| 2ae/ | ab-- dara, cosh| 一 cz (z=) |—as} (y0) 
(2. 3. 201) 


其 中 ro 为 积分 常数 . 


a) 方程 
gy (2.3.202) 


y= amay tay a y= 3 


“sally ally B) (2, 3. 203) 


5 
其 中 


a= mall — a, + Vai “daa; | ’ 


(2. 3. 204) 


lj ae 
这 样 .方程 (2. 3. 203) REBUY RG 


Vf dis 
~ Gna | 


i 
a: (a 3)sinh?} 一 ta > 0, yia) 
= 


(a> 0.382 8) 


is 
| 
| 
ET 
ymd B— (a— 3)sinh*; ae Cx 1) | 


t_ jaa, ， $ 
as A sin] vara za] | as (a, 0, Po yea) 
(2. 3. 205) 
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aj — dana, <0 时 ,方程 (2. 3.202) 可 改写 为 
yrsady—aiy-a@’)=a,|y— aj? (2.3.206) 

其 中 

a = 去 | -al 十 1 N dasa; nae | ra = 


=z; | —a,--i V hasa —ai : | 
(2. 3. 207) 


"Tew 


了 J wala V a(x 一 me) = — 


s 
2a, 


(2, 3. 208) 
Ze SWAP n 均 是 积分 常数 ， 


2.4 经 典 的 二 阶 非 线 性 方程 


1. Lambert 方程 
在 人 1.1.7) 式 中 已 经 标记 过 的 Lambert 方程 为 


yt (Rifn)y = O — n) a (n Æ 0) (2. 4.1) 


作 变 换 
yur (2.4.2) 
则 Lambert 方程 (2. 4.1}) 化 为 
z" + kz = 0 (2.4.3) 
这 是 关 十 zx(z) 的 二 阶 常 系数 线性 方程 ,其 解 为 
z = Cycoska + Cysinkx (2.4.4) 


其 中 CC 为 什 意 常数 . (2.4. 49 RIERA CO. 4. 200K 44 Lambert 
Fi (2.4. 1) 的 解 为 
y = (Cicoskr + C,sinkx)* (2. 4.5) 
2. 推广 的 Lambert 方程 
此 方程 的 一 般 形式 为 
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yy"! tay? + byy teow = 0 (24-1) (2.4.6) 
上 述 方程 可 以 作 变 换 


i 


y= ger (2.4.7) 
而 化 为 下 列 关 于 cM OR RKRBREAE 
z" + dz’ + (a+ l)ez = 0 (2.4.8) 


由 方程 (2. 4. 8) 解 得 z 后 代 人 (2.4,7) 式 即 求 得 y 

有 了 Lambert 方程 的 求解 方法 ,人 们 就 会 自然 地 去 考察 下 列 
广义 的 Lambert 方程 : 

y+ play + gala) Giy) 
+ r(x) (y) = Ty) y”? 
BHP Gy) HOGA Ly) de y HRR. 为 了 求解 方程 (2. 4.9), 我 
们 称 江 阶 线性 方程 
v” + plr 十 9 和 十 rz 一 0 (2. 4. 10) 

为 非 线 性 方程 (2. 4. 9) 的 基础 方程 .下面 来 寻求 方程 (2. 4.9) 的 解 
与 基础 方程 (2. 4.10) 的 解 之 问 的 联系 . 设 v 与 y 在 在 下 列 消 数 关 
BR: 


(2.4.9) 


v= Fy) (2.4.11) 
因为 
dF, „ dE, ËF, 
v age vy Tage (2.4.12) 
则 (2.4.11) 式 和 (2.4. 12) 式 代 人 方程 (2.4.10) 得 到 
i F i 
” : ee 
3” + pay + q(x), JF jay) 
j 1 ba | dP /dy? | 12 
+r) apray) = | — qa |» 
(2.4.13) 
方程 (2.4. 13) 与 方程 (2.4.9) 比 较 得 
Senn, ae o _ F/d; 
(2.4.14) 
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因而 由 (2.4. 14) Ak BEB 


2o 
Hy 


这 就 是 y 与 的 相互 转换 的 关系 式 . 至 于 (2. 4. 14) WEA A 
通过 第 一 式 和 第 二 式 化 为 


v= Fly) = (2.4.15) 


=H ES =} (Se 1| (2. 4. 16) 
eve dv _ dF 1 in 
若 把 (2. 4. 15) 式 的 两 边 对 y BO HEET = 7 ME 
到 
djGj_ 
H DIH 1 (2.4.17) 


这 就 是 解 (2. 4. ie alanine 
iy (2. 4. 16) 式 ,这 样 满足 连接 条 件 (2. 4. 17) 和 转换 关系 
(2.4.15) 的 方程 (2.4.13) 应 上 改写 为 
yt play! + q(xr)((y) 


, (2.4.18) 
+ r(a)H ly) = | Er i iy? 


y+ pay + Gy) 
= Lise ijy 
roH | I> 
(2.4.19) 


表面 上 看 ,对 Lambert 方程 : p(x) =0,g€r) =k /n, Gy) = 


1 dH _ 1—n dG 
HoT y AMA HO) => H i| H| =” 

Be T 1 ，， d 
但 若 取 p(x) ~0.9(2) =k Gy) =2 HG) =—y HT 


pa i 


ys rlz)=0 


一 1, 就 满足 连接 条 件 了 . 
例 1 方程 


yt alady = oy (2. 4. 20) 


是 (2. 4. 18) 式 或 (2. 4. 19) 式 类 型 的 方程 . 因而 


a 
由 此 求 得 
H(y) = Ay’, Gly) = Ay — y (A= 常数) 
(2, 4. 22) 


这 样 ,将 (2.4. 22) 式 代 人 方程 (2.4.18) 或 (2.4.]9) 并 与 方程 
(2.4. 20) 比 较 有 

p(x) = 0, g(x) = 0, Ar(z) = alx) (2. 4, 23) 
所 以 .方程 (2. 4. 20) 的 基础 方程 为 


J+ Jala) =0 (2.4.24) 
而 据 (2.4. 15) 式 有 
EL 一 过 ; 
y= ie (2.4. 25) 


这 样 ,可 以 由 方程 (2. 4. 24) 去 解 v, 再 由 {2. 4. 25) 式 即 求 得 方程 
(2. 4. 20) 的 解 为 
= 
在 方程 (2.4. 20) 中 ,如 
a(x) = az’ + aT + a, (2.4.27) 
取 4 一 1, 则 由 方程 (2. 4. 24) 求 得 


a [Bap nag 
v Eo at + a) + Be $C (2. 4. 28) 


其 中 BAC, 为 任意 常数 . 
而 由 (2.4. 26) 式 求 得 方程 (2.4, 20) 的 解 为 


[BC (24.29 
a € ) 


(2,4, 26) 


y= 
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其 中 B= -B,.C=1-C,. 
在 方程 (2. 4. 20) 中 ,如 
alx) = ae” (2. 4. 30) 
RA=1, WABCO. 4. 24) 求 得 


ef + Bat, (2. 4. 31) 


其 中 B, 和 Ci 为 任意 常数 ， 
而 出 《2.2.26) 式 求 得 方程 (2.4.20) 的 解 为 
a 


` i 
y= pe + BetC| (2. 4. 32) 


其 中 B=—B, C=1-C\. 
2.5 Painleve 方程 


在 (1.1.9) 式 中 已 经 标记 过 的 Painleve 方程 为 
y" = PY +Qa wy + Rryy) (2.5.1) 
在 某 些 情况 下 它 可 以 化 为 线性 方程 .Riccati HRR A h EER 
解 ,否则 只 能 求 近似 解 或 渐 近 解 . 我 们 分 如 下 交点 说 明 . 
1. 化 为 线性 方程 求解 
例 1 方程 
yy’ — y’ tayy 十 by =0 (ab 为 常数 ) (2.5.2) 
它 通过 变换 


y = e (2.5.3) 
很 容易 化 为 下 列 关 于 x(z) 的 二 阶 常 系数 线性 方程 : 
z"+ ar’ +b=0 (2.5.4) 
但 这 是 非 齐 次 的 , 若 再 令 
z =u (2.5.5) 
则 方程 化 为 下 列 一 阶 线性 方程 : 
uo 十 au 二 b= 二 0 (2.5.6) 
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实际 上 ,把 变换 (2. 5. 3) 与 变换 (2. 5, DAS. OR 
u = y fy (2.5.7) 
便 将 方程 (2. 5.2) 化 为 线性 方程 (2. 5. 6). 
例 2 方程 
y” + 3ayy +a thy = 0 (ab 为 常数 ) (2.5.8) 
它 通 过 变换 


4, = = a E (2.5.9) 
化 为 下 列 关 于 zkz) 的 三 阶 线性 方程 ， 
u” + bu' = 0 (2.5. 10) 


例 3 FH 
y" -- [3y + plz) dy + placdy ty =0 (2,5.11) 
它 通过 变换 


u i 
Ss. (2.5.12) 
化 为 下 列 关 于 x(z) 的 三 阶 线性 方程: 
u” -由 (zt 一 0 
例 4 AK 
ay" dry — Azys" + 29 — Ay=0 (A> 0) 
(2.5.13) 
tat, y = tult) (2.5.14) 
化 为 
d'u du 
Pr a (2.5.15) 
小 式 对 上 积分 一 次 得 到 
du A, Ac? ae = 
a + oe = (C= HR) (2.5.16) 


这 是 Riccati 方程 ,很 易 求 得 
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2._ 4 
re At +B 


a) = Atanh 学 +B) (C>0) 


z Atan| 4 y B| <0) 


a 
其 中 A,B 为 任意 常数 . 


(2,5.17) 式 代 人 (2. 5.14) 式 求 得 方程 (2. 5. 13) 的 解 为 


2, _A_ 
A A+ Ba 
eres AA l 
y= z Atanh 5 rd 
1 [AA] 
-z 4tani > 二 + 
例 5 方程 


yy 3yy t + 2y 二 0 
EER 
y =uly) 
后 方程 (2.5. 19) 化 为 
d 
¥ 3, Bet 2=0 


它 很 容易 求 得 
lt Oy 
2y 
代 回 (2. 5. 20) 式 求 得 下 列 隐 式 解 
y =z+B (C= 0) 


(C= 常数 ) 


y = atan| Fz + B| [c= 本 


yj AAs +B (C =— A <Q) 


in 本: 
A 


例 6 FCT RY Liouville 常 微分 方程 ) 


(2. 


te 


(2. 


(2. 


(2. 


(2. 


-> 


-17) 


- 18) 


19) 


. 20) 


. 21) 


. 22) 


- 23) 


y” n ae”? =0 (2. 5. 24) 


作 变 换 
By = Inw 7? -一 2inw (2.5. 25) 
后 ,方程 (2, 5. 24) 化 为 
ww” =- w? = — ep (2. 5. 26) 
上 式 两 边 对 x 微 商 得 到 
t Hir 
ww” 一 ww" = 0 或 = = 0 (2,5, 27) 
因而 有 


w" = Cw (2.5. 28) 
HHC 为 积分 常数 , 方程 (2.5.28) 是 世 的 - 阶 常 系数 线性 方程 ， 
其 遂 解 可 以 写 为 
iAa+ B (C = 0) 


w = <Acos( yZ Cr + B} (C<0) (2.5.29) 
| Acosh| Cr+ R} C >00) 
其 中 和 4 和 B 是 任意 常数 . (2.5.29) 式 要 满足 方程 (2. 5. 26) 00 


! lap 
i> 


Asty (C = 0) 
1 e= si (C <0) (2, 5. 30) 
C=— ai (C > 0) 
因此 
EA C =0) 
| fae i 
w = 4 Acos ~ oe a+ B: (C <0) (2.5.31) 
pae J 
f as 
ah! e ts > 
aaa za ae J (C > 0) 
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《2.5.31) 式 代入 (2. 5. 25) 式 最 后 求 得 方程 (2. 5. 24) 


2 /ap 
一 号 ln| 十 [faa (C = 0) 
8 f N 2 i 
P È i 2A 
eee 
2 Zin facon af a, rt J (C > 0) 
(2.5. 32) 
一 号 In + Jfar (C 一 0) 
t 
y= | 一 zn Na cos(kr + ”)| (C <0) 
' . ain pa s5 coshlkr + a (C > 0) 
K E = 


(2.5. 33) 
其 中 不 和 7 征 任 意 常数 ， 
例 7 册 (1.1.12)? 式 标记 的 P,， 方程 可 以 改写 为 


gy" - tay V+ azy 一 x(av + 8) 
— yy — E o (2.5.34) 


若 作 变 换 


e= e, y= 二 xe = zie (kk 一 常数) (2.5. 35) 
则 方程 (2, 5. 34) 化 为 


ate =p) eh 2 doe ee Lae Ray? oe a} 
dz? dt z 

é 4z- ir 
me 


ye azte T!” Sa Be U he 十 yrie 2 4 z 


(2.5, 36) 


在 下 列 两 种 情况 下 ,方程 (2.5. 36) 可 以 求解 ， 
6] 


(1) a 二 7 一 0, 二 1, 风 方程 (2., 5. 36) 化 为 


diz  { dz\? 
= (Zl pes (2, 
4 
u dz (2 
则 方程 (2.5. 37) 化 为 
zu É = u? + Bz +8 (2. 
这 是 关于 A 的 线性 方程 .上 式 积分 得 到 
dz =u =t Ez! 2Bz —é (Cy = 常数 )(2. 
上 式 积 分 有 


dz 
SEx 一 2p8z 一 分 


一 士 上 十 C (Ci 二 常数 ) 


(2. 
由 此 求 得 ce HRA (2. 5. 35) 式 就 求 得 y. 
(2) 8 二 6 二 0,% 二 一 1, 则 方程 (2. 5. 36) 化 为 
+) tetr (2. 
同样 再 作 (2.5.35) 式 的 变换 , 则 方程 (2.5.42) 化 为 
zu d = u? + az? + Yz* (2, 


这 是 关于 xz 的 线性 方程 . 它 积分 后 得 到 


d L u =+ z Vie + az +C, (C, 二 常数) 


《2. 


上 式 积分 有 
dz 


-一 三 一 一 = 土 : 十 C，(C: 一 常数 ) 
z NY + 2ez +C; 


(2. 
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5. 


- 37) 


« 38) 


. 39) 


. 40) 


.41) 


.42) 


. 43) 


44) 


. 45) 


由 此 求 得 z, 代 入 (2. 5. 35) 式 就 求 得 y. 
2. 化 为 椭圆 方程 求解 
例 8 方程 
yy" = y? + by thy t+ Bay: + ba (2. 5. 46) 


yoe (2.5.47) 
使 方程 (2.5.46) 化 为 
z" = be * + be 7 + bert boe” (2.5. 48) 
上 式 两 边 乘 以 z' 后 积分 得 到 
z? =— be * — 2he + 2b + be” +b, (2.5.49) 


HP b 为 积分 常数 . EE. y 一 ex, 则 上 式 化 为 
y? =a, tay + ay + ayy’ + ay! (2.5. 50) 


其 中 
dg =— bys a, =— 2b,, 
(2.5.51) 
a: = bz, a; = 26;. a, = b, 
2.5. 50) 式 是 一 个 标准 的 椭圆 方程 . 
3. 化 为 Riccati 方程 求解 
例 9 由 (1.1.15) 式 标记 的 P, 方 程 为 
PEE Sea Lj yi are We E 
a) a aire ta ree ae litza th 


yy — Dy — x) pa’, We — 1) d2@—1) 
u ye er Gay Tey | 


(2.5. 52) 
我 们 设法 将 方程 (2, 5. 52) 与 下 列 Riccati 方程 
y = alr)y + blr)y + eC) (2. 5. 53) 
建立 联系 .其 中 < 人 (z),2(r) 和 <c(z) 待 定 . (2.5.53) 式 两 边 对 工 微 
AA 
= 2a la)yy + al (a)y? + bla)y' 
+o (ry eo (x) {2. 5. 54) 
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将 (2. 5.53) 式 和 (2. 5. 54) 式 代入 到 方 种 (2. 5. 52), 并 使 y 的 各 个 


苦 次 的 系数 为 零 , 得 到 
Tx Oo a(tr) da (2.5. 355) 
a(x — Fla! lr) — (e+ loata))] + xlr- 1) 
K (2x — 1)alr) + 2alr +1) = 0 (2.5. 56) 


a(x -— 1)°[ r) + 2alade(x) — 28 (x) — 3xa*(x) 
+ 2a + Da lr) + 2Cr + Late d(x) ] 
-- 27(z — [lx — 1)blr) + (1 — 2x — zalc) ] 
+ 2al? + 4r +1) + 282 + 2%(x — 1) 
+ 26x(a--1) =0 (2.5.57) 
xo- Cer + De (re) + 26Caxde(x) — cl (x) 
— za! (z) - 2zalryblr)]— (x — Lx- 1x) 
+ (1 — 2r — rbl) + 2’alz)] — 2a0r + 1) 
— 232(r +1) — 2Y(x — 1) — 20(x — 1) = 0 (2.5. 58) 
zlar = 1)*[3e? (x) — 2a ++ Dolrelr) + 2l + ier) 
— ab? lr) - 2ra(xye(r) -- 226' (2) ] 
— Ma- DP — 2x — Ter) + rb(z)) + Zax 
+ 28a? + 4a +1) + 2%e(x -— 1) + 26(2 — 1) = 0 
(2.5.59) 
(a — 1ed Cr) + Cr + De(r) ] + ela — elr) 


+ 28x +1) =0 (2.5. 60) 
(a — 1c’ ilr) + 28 = 0 (2.5.61) 
非常 有 意思 的 是 ,由 (2.5.55) 式 很 快 确定 的 
alz) = _ vee (2.5. 62) 
(x ~~ 1) 
能 自动 满足 (2.5.56) 式 . 而 由 《2.5.61) 式 很 快 确定 的 
clr) 一 这 二 和 (2.5.63) 


1 
也 能 自动 满足 {2. 5. 60) 式 , 而 且 经 过 -- 些 列 运 算 , 若 选择 
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ba) — 2 a (2. 5. 64) 

其 中 
‘gola = +8 +7 48) pete ta SPP) 
va —/—28 —1 Sta — f=28 1 
Atp=— Va sB (va — J— 28-140) 

(2. 5. 65) 


只 要 方程 (2. 5. 52) 中 的 常数 满足 

2V2e(~ a+ 3B +Y —6) + 2V7— 28(3a — B- 7+ 6) 
十 4Vv 一 (一 十 月 二 YY 一 1 十 2(e 一 及 7) 十 
-— bap — 2a¥ + 2ad + 8 + 28Y — 286+ 7 


十 2 省 十 他 一 0 (2. 5. 66) 
那么 (2.5.57) 式 、(2,5.58) 式 和 (2, 5.59) 式 也 能 满足 ， 
这 样 .Riccati 方程 (2. 5. 53) 就 改写 为 
pe Wey ai + pe A eh 
yt Aci (2.5.67) 
依 (人 2. 2. 26) 式 , 作 变 换 
Ch i 
y= 一 z (@ #0) (2. 5. 68) 
则 方程 (2. 5.67) 化 为 
站 
a(x — 1) x(x — l) 


RARBASP EWA c=0.1,00% Fuchs 型 方程 ,作息 变量 变 
换 


Ee (2.5.70) 
1-2 
则 方程 (2.5.69) 和 化 为 下 列 超 比 方程 ( 即 Gauss FE): 
> „d? ol 
f1— 8) e+ (4 — A +a + 88] = whiz = 0 


(2.5.71) 
其 中 
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=- fda, B =— J/— 28. Y =A (2.5.72) 
由 方程 (2.5.71) 解 得 zx, 代 人 (2.5.68) 式 就 求 得 y 
4. 求 渐 近 解 


例 10 方程 
y= By tex (2.5.73) 
这 是 由 (1.1.10) 式 标记 的 Painleve P ,方程 .通常 方程 (2.5.73) 是 
不 能 严格 化 简 和 准确 求解 的 . 仙 知 作 变 换 
y= r z, Eam Egri (2.5. 74) 
则 方程 (2, 5.73) 化 为 
d®z xasga Lide A. ete 
JE = §2° + 1 -$ dé + == et (2.5. 75) 
在 二 很 大 时 .方程 462.5.75) 化 为 
= 6x 十 1 (2.5. 76) 


或 上 成 两 边 乘 以 29 dë .并 积分 得 到 
二 dz: 一 2z 一 gg (e; 一 常数) (2.5.77) 
方程 (2.5,.76) 或 方程 (2. 5. 77) AY AR AL Weierstrass fifi lal oa BX OWL 
(2.3. 190) 式 》. 
z = pl; -2,8;) (2.5.78) 
代入 (2.5.74) 式 就 得 到 方程 (2.5.73) 在 工 很 大 时 的 渐 近 解 为 
y= x" pl oa; 一 2,gs| (a -> œ) (2,5. 79) 
例 11 方程 
y =2y + ryta (2.5. 80) 
这 是 由 (1.1. 11) 式 标记 的 Painicve 方程 Pi. 若 作 变 换 ( 称 为 
Boutroux 变换 ) 
y= z zE), f= oy (2.5. 81) 
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则 方程 (2. 5. 80) 化 为 


dz 3 „ldz; z , 2a 
Je = 2% Fg z ae + 9@ + 3é (2. 5. 82) 


在 很 大 时 ,方程 (2. 5. 82) 化 为 


d? ; 

Ha = 2eitex (2.5.83) 
这 是 (2. 3. 106) ah 2 AY BB? = A= wk” 因此 .方程 
(2.5. 83) 的 解 为 

z= Asc(pé,k) (2. 5. 84) 


代 人 (2. 5. 81}) 式 就 求 得 方程 (2. 5.80) 在 工 很 大 时 的 渐 近 解 为 
y= Ax *s¢| Z pa" sh] (z — co) (2. 5. 85) 


2.6 Euler $ # 4 


在 (1.1.32) 式 中 已 经 标记 过 的 Euler 方程 组 为 
m, = YMM 
{a = Yammy (2.6.1) 


‘ms = Ymm 


H 
过 I, 1 ahoh -LZE 
Na ne Nap (2.6.2) 
iY 0.Y,<0,%,>0. ES Hamilton BCH “4 FA BED 
L {mi me mii ‘ 
H=+ | (2. 6. 3) 
和 总 角 动 是 的 平方 
M = m? + mi + mi (2. 6. 4) 
为 Euler 方程 组 (2. 6. 1) PRA R, H 
i LE aed ec ee ‘ 
n+ahth=0 PrPt+ FO 6S) 


设 msm m, 的 初 值 分 别 是 Mios MaMa ARIC. 6.3) 式 和 (2. 6.4) 
式 可 将 mom: ,ma 中 的 任意 两 个 用 另 … 个 表示 ,这 些 关 系 式 为 


3 Y ; ; t A c 
[ 一 my = a (mi 一 mid = yo Mia) 
: 3 
: ; Y , Y A 4 
4m} — mo = yomi 一 mi) = x (mj — mio) (2.6.6) 
1 3 
Bs vs ERE. E ORLY A Sa 
ms P130 Y, (mi mip) = sA (m3 My) 


ik}. Euler 方程 组 (2. 6. 1) 中 的 任何 一 个 方程 部 可 以 成 为 单 未 
知 函数 的 非 线 性 常 微分 方程 . 例如 .将 Euler 方程 组 (2. 6. 1) 的 第 
一 个 方程 两 边 平方 .并 利用 (2. 6.6) 式 ,就 得 到 一 个 关于 m 的 非 
线性 常 微分 方程 为 


a 


mi = gA mo) CR A? + krè) (2.6.7) 
X AT 

ji i= Sal yA — hemi) (2.6.8) 

ae at — mi) mi = READ (2.6.9) 


在 (2.6.7) 式 、(2.6.8) 式 和 (2. 6.9) 式 中 


A; = mi, 7 mê AL = Mia fale Ai Mio y mk 
(2.6.10) 

Lois mis omi, om 

OF We” ae 

% °° % n Y 
(2.6.11) 
w = Ym — Ym.) (2.6.12) 
TRA 

x= Pate Aes. A A, A= Al (2. 6.13) 


w = YVA =— VVA] =— 7 A (2. 6. 14) 
将 方程 (2. 6. 7), (2. 6. 8) AC 2. 6. 9) 分 别 与 方程 (2. 3. 90), 
(2. 3. 87) 和 (2. 3.93) 比较 即 求 得 Euler 方程 组 (2. 6.1) 的 解 为 
m (4) = A,cn(wt — a ,k) 
m,(t) = A,sn(wt -- a,.k) (2.6.15) 
m{t) = A,dn(wi 一 ak) 


其 中 
acon ,= 
(2. 6. 16) 
MA: &>1 时 ,有 下 列 两 种 解 . 
ly, R 
1. my= 7 mias EAF (2. 6.15) ABW 
r na 7 y à ed = ` 
|m: G= +M Ni 元 sech| — y 7.7,Mt—e| 
<m} () = +Mtanh| = VY Me —a, (2. 6, 17) 
| iY; ; f \ 
m; W=+M,! 一 六 sech| —y YY Mi 
— 


i”, x 
2: M 一 Ty 7, mia HAE C2. 6. 15) sh BH 


my (=m t), m G) =m; Ct) omy (= — ml t) 
(2.6. 18) 


27 差分 方程 


1. Logistic 映射 
取 px 一 4, 则 Logistic 映射 (1. 3. 1) 写 为 
Lari = 42,1 —2,) (Oz, <1) (2.7.1) 
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式 . 为 此 , 作 变 换 


x, = Sin t, (2.7.2) 
RAW BQ. 7.1 GB) 
sin’t,,, = 4sin%, — 4sin‘t, (2.7. 3) 
利用 三 角 公式 sin’t= FC — coset), (2.7. 3) 式 很 容易 改写 为 
cos2t,_; = COSA, (2.7.4) 
因而 22,4, kent, 或 
the = kn + 2t, (kh WEBER) (2.7.5) 


由 此 求 得 a= Amt tasto Sha t 2t = kn 2 to 
L, = (2° -- Ikr + Ph Cn = 1.2,) (2.7.6) 
代 人 (2. 7.2) 式 求 得 
zx, Sin[ (2 — 1hr + 2ta) = sin? (2'te) 


= sin’! 2"sin 1 zl (2.7.7) 
这 就 是 Logistic 有 映射 (2.7.1) 的 解析 解 . 显然 . 若 
sin) Vx, = 7A, (2.7. 8) 


征 周 期 解 :和 否则 8 为 无 理 数 时 ， (2, Ta 7) 式 表征 非 周期 解 . 
类 似 , 对 于 二 次 映射 


Xi = (2.7.9) 

很 易 求 得 解 为 
一 (Xp (2.7. 10) 

同样 ,对 于 二 次 映射 

Lyte) = 222-1 (2.7.11) 

不 难 求 得 解 为 

[cos{2"cos |x) (Jr, <1) 

z= AE E ees (2.7.12) 


2. 帐篷 碳 射 
己 在 (1.3.2) 式 中 标记 过 的 帐篷 映射 为 


En (o<x,< | 


Fati 一 


(2.7.13) 
[20 ~ a.) | gagi 

在 (1.3.3) 式 中 我 们 已 经 说 明 ;: 在 Logistic 映射 (2, 7. 1) P HE EH 

r,=sin®| Ty h Ai ya BOA ORS RT. 所 以 我 们 先 按 此 变换 .根据 

解 {2. 7 7) 去 确定 yo Ria BB y 改写 为 a A. TER a= 


sin’! 二 33| WA 


fo oa 


Ree ee Se | BR eer E BIE ae ET aoa T Pa 
sin: z] = sin’| 2"sin’ | y Xe | = gin’| 2 7% | 
一 Sin2f2" nyg) (2.7.14) 
mW — fa SR sin" = —cos2r), Ett A 
costy, = cos(2"Ty,) (2.7.15) 
由 此 求 得 
ty, 一 cos [eceos(2"ryo)] (2.7. 16) 
把 yn 记 为 tnya 记 为 ro 就 求 得 帐篷 映射 (2.7.13) 的 解 为 
全 Tcos™ [eos (z'an) ] (2,7.17) 


AEE com p/alp.g HER. p< ARRAN (2.7. 1D XR 
征 周 期 解 : 而 当 :zo 为 无 理 数 时 ,(2.7. LOA EE A i. 

3. 移 位 映射 

已 在 Q. 3.4) 臣 中 标记 过 的 移 位 映射 是 


i : 1) 
27, 045 Fi 

Tai = i | (2. 7. 18) 
27. -1 [Fan] 


?1 


由 上 式 不 难得 到 


lax, = 2"! tx, [o<z<4! 
Tri a 一 1 三 2[2xo 一 (2 一 1)] 一 1 
pn， n-i į i 1 -一 1 | 
= 2" lz, — (2 1) |g SS) 
(2.7.19) 
因而 有 
nr, = 2"t' xz, | OEE 去 | 
Tint! 一 ， 
Qnxr, — R = 2"t'ax, — (2771 一 1) [3 <a, Ss 1) 
(2.7.20) 
HER BBE 
sin (nr, — 2"xr,) = 0 (2.7.21) 
Ep 
(sinne, ) (cos nr) — (cosnz,) (sin2?’ra,) = 0¢2.7. 22) 
因而 
Cotrr。 = cot(2"rz,) (2.7.23) 
由 此 求 得 
n= Leor Ecot (2"rx,) ] (2.7. 24) 


这 就 是 移 位 映射 (2. 7. 18) 的 解 . EE ze EARR C= pgp 
为 整数 ,p<gq) 表 征 周期 解 ;在 ze 为 无 理 数 时 ,表征 非 周 期 解 ， 
4. 高 次 映射 
(1) 二 次 映射 
在 (1.3.6) 式 中 已 经 标记 过 的 三 次 映射 为 
Erti = La (3 — Ari) (— 1K, <1) (2.7.25) 
若 作 变 换 
x, = Sint, (2.7, 26) 
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并 利用 公式 sin3e= 3sine-- Asin’s, Wy C2. 7. 25) 464 
sint,,, = sin3¢, (2.7. 27) 
因 而 
tng) = Qk + 3t, = (8 — Ikn + 3ta (2.7, 28) 
故 方程 (2.7. 25) 的 解 为 
x, = sin(3"t0) = sin(3"sinT xzo) (2, 7. 29) 
# sin” a, = nôs, bo = p/q Ctog 为 整数 ,p <q) 的 有 理 数 时 , 则 
(2. 7. 29) 式 表征 周期 解 ; 员 为 无 理 数 ,(2.7. 29) 式 表征 非 周期 解 . 
(2) 四 次 映射 
在 人 1.3.7) 式 中 已 经 标记 过 的 四 次 映射 为 
Xaa = l6z, Cl — z DA — 2r) (OS x, = 1) 


(2.7. 30) 
G fe ER 
x, = sin"s, (2.7. 31) 
则 方程 (2.7. 30) 很 易 化 为 
cos22 4 = COSBL, (2.7. 32) 
因而 


tery 一 村 十 多 一 二 (人 一 Dir 十 各 it (2.7.33) 
故 方程 (2.7. 30) 的 解 为 
Xt, = SİN? (4t) = sin’| d"sin ! y zo| (2.7.34) 


# sin Vx, 二 xp/q (p,q 为 整数 ,二 4g), pii 为 有 理 数 , 则 
(2.7. 34) 式 表征 周期 解 ;p/q 为 无 理 数 ,(2. 7. 29) 式 表征 非 周期 
解 . 

《3) BRR 

在 (1.3.8) 式 中 己 经 标记 过 的 五 次 映射 为 

Zati = «,(5 — 202° + 16x) (~ 1r, <1) 
(2. 7. 35) 

若 作 变换 
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x, = sint, (2.7. 36) 
并 利用 公式 sin5t 一 5 一 20sin2z 十 16sin4 , 则 方程 (2.7.35) 化 为 
sint,,, = Sin5t, (2.7.37) 


因而 
pt = Lgm 一 DAr 十 5-U (2.7.38) 
故 方程 (2.7.35) 的 解 为 


x, = sin($"t,) = sin€5’sin ay) (2.7.39) 
# sin l zo = nios fa = piq (preg HEK p< OH KBR, 


(2,.7.39) 式 表征 周期 解 ;4 为 无 理 数 时 ,(2.7. 39) 式 表征 非 周期 


5. Toda 映射 
在 (1.3.13) 式 中 己 经 标记 过 的 Toda 映射 为 


(2.7.40) 
为 了 求解 它 . 可 作 变换 
E= br, t= sabt (2.7.41) 
则 方 种 (2.7.40)? 可 以 改写 为 
Te 2 (2.7.42) 
HS 
ee 一 1 十 多 (2.7.43) 
则 方程 (2. 7. 42) 改 写 为 


so Intl +9) =%-1+% 1 — 2% (2.7.44) 


上 式 对 fr 积分 一 次 得 到 


4 nd Sp F pa — 2p, (2.7.45) 


其 中 
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pa = [nde (2 =a] (2.7.46) 


方程 (2. 7AE cS .次 有 
In€1 + 9) 一 9 十 9 一 29。 (2.7. 47) 


= [pdr 


Ba 7 = SPO MRO 7. 47) 改 写 为 


其 中 


Inf + § S| = = qai + en > 24 (2.7. 49) 
再 令 
em = s, {g, = lns.) (2.7.50) 
则 方程 (2. 7. 49) 叉 可 改写 为 
1+ 9% = Saye ie (2.7. 51) 
注意 
dg, = 1 ds, d’q,, NEER 1 k d’s, i ds Ie 2 e 
dz ~ s dr’ dř sê [>. dr: [3 | ] <2. 7. 52) 
则 方程 (2. 7. 51) 化 为 
2 i Ee 
7 a z Ea = saus | 一 (2.7.53) 
这 是 一 类 微分 -差分 方程 ， 它 可 以 求 指 数 形式 解 . Aut. > 
Sa = 1 + etter aro (2.7. 54) 
其 中 a,B,6 为 常数 . (2.7.54) 式 代 人 方程 (2. 7.53) Fl 
p = sinhe (2. 7. 55) 


这 样 ,在 (2.7.54) 式 中 内 存在 两 个 常数 a 和 6. (2.7, 54) 式 代 人 
(2, 7. 50) 式 求 得 
= ln[1 + erre] (2.7.56) 
它 代 人 (2.7. mere 
75 


Pa =— 28+ emo a (2.7.57) 

ERA 7. 40 RRB 
Pa = Ssech?(an — Br — ò) (2.7.58) 

ERAC. 7. 43) RE 

一 一 ee te We 

& = ln 1 + sech? (an — Br — 8) (2.7. 59) 

HAIRA (2. 7. 4 OR 
r, =— ln[1 + gisech*(an - 8 abt — 8) ] (2.7. 60) 


这 就 是 Voda 映射 关于 zx, 的 解 , 称 为 Toda 孤立 波 , 或 称 为 Toda 
F. 


2.8 KAHE 


1. Canchy 方程 
(1) 在 (1.4.1) 式 中 已 经 标记 过 的 方程 
u(r + y) = ulz) + uly) (2.8.1) 
显然 . 它 有 解 
ulz) =ar (ae 天 0: 实 常数 ) (2.8.2) 
而 且 对 任何 实 的 常数 办 u lAr Ay) Su lAr) tucy), W) u Car) k 


ular) = Aux) (2.8. 3) 
(2) 在 (1.4.2) 式 中 已 经 标记 过 的 方程 
u(t y) = ur)u(y) (2.8.4) 
显然 , 它 有 和 解 
ulz) =e" (a= 实 常数 ) (2.8.5) 
而 且 对 仔 何 实 的 常数 4A 必 有 
u(Ax) = (ulr) (2. 8. 6) 
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(3) 在 (1.4.3) 式 中 已 经 标记 过 的 方程 


u(ay} = u(x) + uly) (2.8.7) 
BRE AH 
u(x) =alnr (@40,K RRM) (2. 8.8) 
而 且 对 任何 实 的 常数 4 必 有 
ula’) = u(r) (2.8.9) 
(4) 在 (1.4.4) 式 中 已 经 标记 过 的 方程 
ulxy) = ulr uly) (2.8. 10) 
显然 , 它 有 解 
u(r) =x (a= BE (2.8.11) 
而 凡 对 任何 实 的 常数 4 必 有 
u(x") = (ul) (2.8.12) 


2. Pexider 方程 
(1) 在 (1.4.8) 式 中 已 经 标记 过 的 方程 


ulr + y) = vlr) + wly) (2.8.13) 
BR. EH 
ux) = ax +B HY, vir) =art+ 8, wlz) =ar + Y 
(2,8. I4) 


其 中 a.8 和 7 为 常数 . 
(2) 在 (1.4.9) 式 中 己 经 标记 过 的 方程 
ula + y) = vr wy) (2, 8. 15) 
BR. EAH 
u(x) = Pow, vla) = Be™, wlx) = Ye™ (2.8.16) 
其 中 a P MY HBR. 
《3) 在 (1.4.10) 式 中 已 经 标记 过 的 方程 


u(ry) = ulr) + wiy) (2.8.17) 
显然 , 它 有 解 
u(x) = aln (Yr), vx) =aln( Px), wr) = aln(Yr) 
(2.8. 18) 
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其 中 a,8 和 7 为 常数 , 且 >>. 
(4) 在 (], 4.11) 式 中 已 经 标记 过 的 方程 
utazy) 一 了 (Or)zufy) (2.8.19) 
显然 , 它 有 解 
u(x) = Br ule) = Bo", wlr) = Yr? (2.8.20) 
其 中 ay PMY AR. 
3. Euler 方程 ( 齐 次 函数 方程 ) 
在 (1.4.17) 式 中 已 经 标记 过 的 Euler 方程 为 


MCAryAy) = ACTyy) 《2.8.21》 
SEA BO. 8. 21) 中 取 A=1/2 ,并 令 us y/ZI=F Cy/x) , WAG 
ul(rsy) = 2" F(y/2r) (2. 8. 22) 


这 就 是 Euler 方程 (2. 8. 20H. HEH Fyr) yir MER A 
数 , WR FC y/a)=cl(y/o)"?, C2. 8. 22 RW 
ulr, y) =clry)”"? (c= HR) (2, 8. 23) 
这 就 是 Euler 方程 (2. 8. 21) —-* FF RB. 
类 做 ,在 方程 (2. 8. 21) PRA=1/9, # S ulr/y,1)= 
G(r/y)，, 则 得 到 
u(r,y) = y"Glx/y) {2, 8. 24) 
它 也 是 Euler 方程 (2. 8. 21) 的 解 ,其 中 G(r/y) 是 x/y HERR 
数 . 


4. 标 度 方程 
M 在 (1.4.19) 式 中 已 经 标记 过 的 方程 
u làr) 一 At) (2.8.25) 
中 取 AS=1/2.3¢4 (1) 二 c( 常 数 ), 则 得 到 
u(x) = cz" (2.8. 26) 


这 就 是 标 度 方程 (2. 8. 25) 的 解 . 
(2) 在 (1.4.20) 式 中 已 经 标记 过 的 方程 
u(r Ay) = ulr, y) (2.8.27) 
HR 1 一 > HD ae y= Fa y) MB 
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ulay) = al“ FOr y) (2. 8. 28) 
这 就 是 标 度 方程 (2, 8. 27) AE Br Py) Br Oy 的 任意 
pC. NR F(x Fy) =e?" y) Ser y C2. 8.28) 式 
化 为 
ulxyy) = cr y (2.8. 29) 
这 是 标 度 方程 (2. 8.20H—-P RBA. 
类 似 , 在 方程 (2. 8. 27) 中 取 A=y PHS ulay 1) 一 
Gay “7), 则 得 到 
ure) = "Gry 8) (2.8. 30) 
它 也 是 标 度 方程 (2. 8. 27) 的 解 , 共 中 Gay OE ay “MERE 
数 . 
(32) 在 (1.4.21) 式 中 忆 经 标记 过 的 方程 
u(r Aly) 一 和 zzrsy) (2.8.31) 
BR 4 一 z SHO uO. H y= Fa y), BB 
TERY) (2. 8. 32) 
这 就 是 标 度 方程 (2. 8. 31) 的 解 , 其 中 Pr yi a Py 的 任意 
mK. Ee y Sele Py) Hee yl ™, MY C2. 8. 32) 
化 为 


uir, y) = x “Fir 


Yie 2R 


uray) = er "y (2. 8. 33) 
这 是 标 度 方程 (2. 8. 31> 0 TRAR. 
类 似 , 在 方程 (2. 8. 31) 中 取 2 二 y PTS (ry IT) 一 
Gixy P), WER 
u(r yy) = y Gery **) (2. 8. 34) 
它 也 是 标 度 方程 (2. 8. 31) 的 解 , 其 中 Gy “OE w "HERE 
数 . 
应 该 指出 的 是 : 这 里 给 出 的 标 度 方程 的 解 , 如 (2. 8. 28) KR, 
(2. 8. 30) 式 、(2. 8. 32) 式 和 (2. 8.34) 式 均 可 以 称 为 自 相 似 解 .详细 
讨论 锡 第 7 章 . 
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5. Fermi-Dirac 函数 方程 
不 难 证 明 ,在 (1.4. 25) 式 中 已 经 标记 过 的 Fermi-Dirac p & 
方程 


u(x) + (1+ ryu j= ro + + wal Ee 


fe 
ee 8. 35) 
有 解 
ulz) = xlnz + (14+ ln + z) (2. 8. 36) 
ERA Fermi-Dirac AH BM. 实际 上 (2. 8. 35) HME Fermi-Dirac 
Hi PA EK BSE OD HE 


3 题 2 


2.1 求解 下 列 等 尺度 方程 或 尺度 不 变 方程 
(1) zty = y' y" 
C2) xy" 十 17xy 十 101y 一 0 
(3) y + yy’+2=0 


noe, 29] 


2.2 求解 下 列 Bernoulli 方程 


D y 十 十 y 一 zz 


(2) y t2ynarty” 
(3) y —3zy—azy’=0 
2.3 求解 下 列 Riccati 方程 
(1) y =A y 
(2) y 十 Qy =bz * 
(3) mS =mg— pu (p> 0) 


(4) rOy =a? +y— 2xy’ 
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INS 
a 


求解 下 列 Chrystal # 
(1) ?十 3zy —42?=0 


(2) y 十 zy' 一 3y 十 去 =0 


求解 下 列 Liouville 常 微分 方程 
(1) y"= Ae” 

(2) y"=Ae * 
求解 下 列 椭圆 方程 


(GD 9*=C—34)[ 1-49" 

Ragas 3 2 
(2) yz 一 (1 sol itia) 
(3) 区 一 2 一 5 十 立交 


(4) y=S—2y—3y3 

TE y 二 x(y) 的 变换 后 求解 

O) +y > y"+ 1-2) yy"? =0 
(2) [yy”— Cy)? F+-4 55/27 =0 
(3) yy"=ay'®? (a1) 

te F A BH ey BER R 
(1) y’=e? 


(2) y"=—2e ?+ 3e” 


“2.10 对 于 Toda 方程 (2.7.53) , 设 


5 =} + A erT Ar? 十 Aeran 


J Alt Birer] 


求 它 的 双 孤 立 子 解 
提示 : By — sinha, 9 Bo = sinhe,, 
Ay _ (8, + BY — sinh? (a, — a) 


A,A, (8, + RY — sinh’ (a, + a) 
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sinh oe | 


sinh’ (a, — a) — (sinha, — sinha, )* 


a, +a, : a (sinha, + sinha,)? — sinh (a, + as) 


Aes 
> _ sinh? 


(a, — @,) — (sinhe, + sinhe,)* 


‘a, fa.| (sinha, — sinhe,)* 


ARDA POY A HK OR f F AE ot H TE 


(1) Ku | =r; 


D sats 


(1) zx,.1=27:—1 els 
r 
(2) Eni = aal rn) 


(3) tas) =La Ari 3an) 


(4) zni (=16z,| 1-2 Jier] (0 


(5) rp 5 V 22,01 m2 
(6) xpi 5 leri e 245 十 


CII : (2r? — 1)" 
(8) anai = (2rË— 1) 
验证 


jax, 

2-2 ) 
(1) a 

EEZ 1) 

hass 


21.4 2,=cost 


is awe 


(—l]a,%1) 


E 


(S x, 
Ve (Osr, 1) 
9x, (Or El) 


(l&n) (4 
(laal) ¢ 


Or, El) 
(1/4a,1/2) 
(1/252, 5.3/4) 


(3/455 Xn =l ) 


-sinh (a + a.) 


nF | za| 221, 


i 
) | 
( 令 x, =cost, ) 


21) 


==sin't,) 


(4 a? =sint,) 


, g a 
E z, = 50 +sint,)] 


za =Ccos‘t,) 


xi=cost,) 


AR z= 小 Cos (cos(A"nzr,)) 
3a, (0S2,51/3) 
(2) X41 54 2—3e, (1/327,<2/3) 
2432, (2/3<2,<1) 
有 解 ,二 二 cos”! (cos(3"nro)) 
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RIF 非 线 性 方程 的 定性 分 析 


第 2 章 我 们 给 出 了 一 些 经 典 的 非 线 性 方程 的 解 . 本 章 从 一 些 
物理 学 中 出 现 的 具体 的 非 线 性 方程 出 发 ,着重 对 这 些 方 程 作 定 性 
分 析 . 从 分 析 中 简 述 在 非 线 性 动力 学 中 常用 的 EE Fy 
AEE TERE RER RST Ae. 


3.1 Logistic 方程 


在 (1.1.17) 式 中 已 经 标记 过 的 Logistic 方程 为 
= an — br (a= 0.6 >> 0) C33.) 
Che MERRER Neb ne) WEA DRANK A. BE h 
WHERE T H AS HE O EA m o A E G RA na 
(方程 有 端 第 项 ). 
在 无 环境 限制 时 .6 三 0.Logistic 方程 (3.1.1) 化 为 证 列 一 阶 
线性 方程 : 


da = an (3.1. 2) 
EEJ 
n{t) = ne” (3.1.3) 


其 中 n ARIMAAN n (3. 1.3) 式 表明 : 当 环 境 没 有 限制 时 ， 
某 种 生物 种 群 的 数 日 随时 间 将 无 限制 地 增长 
出 于 环境 的 影响 ,2 天 0, 生 物种 群 的 繁殖 将 受到 抑制 .此 时 的 
Logistic 方程 (3. 1. 1) 是 Riccati 方程 .不 过 , 因 >(z) 一 0, 它 实质 上 
是 Bernoulli FR. 只 要 将 方程 (3. 1. 1) 改 写 为 
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Af dy E o dn = de (3.1.4) 
a n 


就 很 容易 求 得 


这 就 是 Logistic 方程 (3. 1. DW ERY nO) =n HRN. na) 
ee a0 
nin eae >0| ,上 面 一 条 曲线 为 必 盖 2 的 情况 ,此 时 的 mu 记 


{ 
H ni KOR >f ‘cen <0). 


Bi 3-1 


从 (3.1.5) 式 可 以 求 得 : 
lim nt) — A (3. 1. 6) 


i sa d att òh, - + 
根据 方程 (3. 1. DTA, AST 0 AYE AR AS AT 
ni = 0, np = pen, (3.1.7) 


它们 称 为 系统 (3. 1. 1) 的 平衡 态 (eduilibrium state). a; RAE 


物种 群 白 身 的 繁殖 能 力 与 环境 限制 陋 者 都 是 零 的 情况 ;而 2 re 
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Pi A OP it» th E Dy hE OS E E E Ah fR G. 
En = 0 附近 .方程 (3.1.1) 可 近似 表 为 


de = an (3.1.8) 


ni) 随时 间 芋 指数 增长 ,该 平衡 态 称 为 是 本 稳定 的 , 它 表示 当 两 者 
MARE SMA Hn 远离 n 二 0 的 状态 . 
在 ne =ne EE FEG. 1. 1) 可 近似 表 为 


dn = —- pn (n — n,) (3.1.9) 
dz 


因而 x 一 n. 随时 间 呈 指数 减 小 . 该 平衡 态 称 为 足 稳 定 的 . EER HD 
便 两 者 不 平衡 也 会 使 ”逐渐 靠近 zx 一 分 的 状态 ,而 且 ( 一 十 ceo 
ne ARYL HE 1 Hoo, A ncn (dn/de>0) Ml nn. (dn /di <0) 
个 方向 使 x 达到 -个 稳定 的 极限 值 #=n, =a/b. 它 称 为 系统 (3. 1. 
1H SIF. 

从 上 述 分 析 看 到 ,定常 解 或 平衡 态 是 人 千 稳 定 取 决 于 方程 
(3. 1. 1) 85 Ay St PAK 

F(n.a.b) = an — bn” (3.1. 10) 
对 于 x 的 变化 率 . 因为 
oF 


ae 2bn (3.1.11? 
则 
oF aa [OF ee 
Peete Fe ae 
(3.3.12) 
为 了 简化 .《3.1.5) 式 亲 以 改写 为 
fu + me Em 
na) 一 (3.1.13) 
laa — me “Y! (m =n) 
其 中 
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Ph. a 
| -£l (yon) 
Ra 
% |=, (3.1.14) 
[2 Ue (na zZz ne) 


ty = In |m] (3.1.15) 
a 
则 {3.1.13) 式 可 改写 为 


[i + tanh ae. (ny Sin) 
nt) 一 人 (3.1.16) 
eE + coth oe A Cnty 六 Re) 


人 而且, 由 (3.1.16) 式 有 


A sech? S(t t) nEn) 
dn A 2 
fees es (3.1. 17) 
dt | an, h a a » < an 

| ri CSC ot ty Na =n.) 


3.2 Landau FE 


在 人 (1.1.21) 式 中 已 经 标记 过 的 Landau 方程 为 
Uar c 2A e LAY (ow O00) 3.2.1) 
它 是 最 早 用 来 描写 庙 流 发 生 的 方程 .其 中 | 了 4| OR A 的 模 、 
为 Landau 常数 ,o 为 线性 增长 雍 . 它 与 人 Re 一 Aec) 成 正比 , 即 
g — wlRe — Rec) (w> 0) (3.2.2) 
其 中 Re fl Rec 4¢ RA Reynolds 数 和 临界 Reynolds 数 . 

Landau 方程 (3,.2.1) 在 彤 式 上 与 Logistic AACS. 1.1) — FE. 
属于 Riccati 方程 或 Bernoulli 方程 . Bik A MAW Ao. A Lan- 
dau A FE (3. 2. 1) 的 解 为 
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lAs le” 


|A|? = 7 T. (3.2.3) 
x 5g! acl” + zg idele 
z = dlAl’ ete ake 3 
从 (3.2.1) 式 看 到 ,使 得 一 了 一 一 0 的 定常 状态 解 为 
7 : 20 __ 3 
|Al} = 0, JA]? — TSA (3.2.4) 


MEAN =0 ERREK. Al =A 是 稳定 的 , 同时 ,在 i4i2 = 
A. 附近 ,从 1Ai 二 A | Al >A, 两 个 方向 都 趋向 于 一 个 稳定 的 极 
限 |41.. 即 


lim |A| = A. =,/2 =,/2 + /Re- Rec (3.2.5) 
before 


如 果 允 许 Landau 方程 (3. 2.1) PHAR BR o 和 7 部 可 以 改 
变 符 号 的 话 , 将 会 出 现 新 的 现象 . 此 时 的 定常 状态 解 应 为 
= 0 ll =0 (<0; lAl =n lAl =A > 人 


(<0; 1A = 0 Al = ALOA = (o> 0) 
(3. 2.6) 
ti) HL By EAS =0 附近 ,Landau 方程 (3.2. 1) 可 近似 表 为 
dal = 2g] A]? (3.2.7) 
# | Al? =A. 附近 ,Landau FE a WBA 
HAV L HARGAI — aD) (3. 2. 8) 


PRA, 24 >00 At. ERRAN =0 E oao AE E AY 1 o> 0 时 
Al = 二 0 就 不 稳定 了 ,而 县 存 o>ON, RHR-TREN RU 
AS =A. IE. Yo oO 变化 到 o>0 时 ,定常 解 |4|7 = 
0 从 稳定 变 为 不 稳定 , 而 且 分 贫 出 一 个 稳定 的 解 |441;: =A 
$24} & Chifurcation) MR . ALA 3-2. 

LO 时 可 作 类 似 的 分 析 . 

这 样 ,Landau 提出 了 一 个 洲 流 发 生机 制 的 猜想 ,认为 湛 流 是 
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图 3-2 

一 系列 不 稳定 分 岔 揭 结 果 . B Rec Rela <h, Al 二 0( 代 
表层 流 ) 是 稳定 的 ,但 当 Re>Rec(a>0) 后 ,|4|” =0 变 为 不 稳定 ， 
表示 层 流 失 稳 ,而 且 出 现 了 一 个 稳定 的 新 解 |4|; =A, EUR 
为 是 一 个 周期 为 了 的 运动 . 若 Re 再 增加 ,周期 为 了 的 运动 到 一 
定时 刻 会 变 为 不 稳定 ,同时 会 出 现 另 -- 个 周期 为 了 了, 的 运动 ,而 且 
T: 与 2 之 比 为 无 理 数 ,如 此 不 断 , 随 着 Re 的 进一步 增加 和 相当 
多 的 nn 次 分 从 ,就 会 出 现 由 x 个 周期 ,了 ;,…,T, 共同 组 成 的 运 

动 , 它 实际 上 就 是 没有 固定 周期 的 满 流 运动 . 
与 从 (3.1.5) 式 化 为 (3.1.16) 式 相似 ,(3.2.3) 式 可 以 改写 为 
A? 


2 [1 + tanhe(t — 4)} (JA |? £ 43) 


lAl? = 
zU + cothe{t 一 加) QA |? 2 4A?) 


(3. 2.9) 
其 中 


a 1| (3. 2.10) 


3.3 Lotka-Volterra 方程 


在 (1.1. 22) 式 中 忆 经 标记 过 的 Lotka-Volterra 方程 为 
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Sai! = Nila — BN,) (ci .了 > 0) 

(3.3.1) 

i dé 

CRIT RK RA TRA AE a 
WAM BE BK AS -- PEK. 这 里 要 求 N D0 A NL. 

Lotka Volterra FE AGE TERE. AAKA. 3. DAJ. 


= - Nals BPN) (a.p. > 0) 


miN dN a eed EE EE 
使 得 d L de = 0 的 定常 状态 解 为 
(NN,) = (NENI) 一 | SF (3.3.2) 
vt pl Ft 


我 们 考察 在 定常 状态 解 下 的 微小 变化 .即今 

N SNIEN, NSN FN! (3.3.3) 
其 中 NA NAS ONS ALANS 是 小 基 . 03.3. DARASE 
《3. 3. 1) ,忽略 入 1 上 与 入 ;的 乘积 、 则 得 


“dN! By 
a (3.3.4) 
. 3.4 
dN: = Ba NT 
“di = Ql Be i 
方程 组 (3. 3. ANAN IR a 
dN! | 
qe T MN, = 一 0 (Jj =1.2) (3.3.5) 
其 中 
ajar (3. 3. 6) 


方程 (3, 3. 5) BROTH. FH AE He we Be C= tend) . 帮 med 
Nj |: a— A.N! Law =0, W AA FEC. 3. 5) 求 得 
| 一 Acosu,t 
3.3.7) 
Ni E 全 ， Asino = ee Asino occas 
由 此 便 知 : N; 和 Ni 都 随时 间 ! PEA te. 这 样 .定常 状态 解 
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(3. 3. 2) 称 为 线性 Lotka-Volterra 系统 的 中 心 . 
BNE Rt FARA EAH. 3. 1), 若 令 


N= 3M, Ne = 7M, (3. 3. 8) 
则 它 可 以 化 为 

(dM, MG — M) 

i dż 

iiu (3. 3.9) 

m 一 一 a,M.(C1 = M) 
因而 有 

dM, 一 aM OM) (353.10) 
(3.3. 10) 式 不 难 化 为 

ad = M,)dM, aaf1 一 M,)dM, (3.3.11) 


M. M, 
方程 (3. 3.11) 积 分 求 得 
alnM, + azlnaf — aM, — aM. = 常数 (3.3.12) 
{3. 3.8) 式 代入 (3. 3. 12) 式 求 得 


fCON,N,) = 常数 (3. 3. 13) 
其 中 
JONN) = aln Êy a + aln Ën, — PN,— BN, 
(3.3.14) 
EANN?) = (@)/8250)/8)), ERA 
FIN] WNT) =— (a + a) (3.3.15) 
Ti HA 
E N | - (35 2 =0 (2.3.16) 
1 NOUNS ON Fate (NY NS > 


因此 :在 CN: ‘Ni yak f N 
在 坐标 平 而 (N,N;)( 称 为 相 平 面 ) 上 ,方程 (3. 3. 13) 表 征 的 
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GERRERA N WAAR ORWELL Se 
(i). 因此 ,Lotka.Volterra 方程 (3.3. DÆ A JE EREN tE JE E 
期 解 , 伍 加 入 非 线性 项 后 , 它 具 有 半期 解 - 

3.4 无 阻尼 的 单 授 运动 方程 


在 {1.1.23) 式 中 已 经 标记 过 的 无 阻尼 的 单 押运 动 方程 为 


g + wisin? = 0 (3.4. 1) 
Kake ORAS AAD sind = 6. RS. A. DAEA 
8 + wi = 0 (3.4. 2) 


这 是 线性 振动 方程 . 设 初 始 单 搜 在 下 每 位 置 ,给 微小 扰动 ,使 其 
He oh BE BH AB KOO, 见 网 1.1( 要 满足 方程 (3.4.2),2 也 很 小 )， 
CEM Lr 为 振动 周期 ) 的 时 刻 . 该 时 刻 的 速度 为 零 .内 
而 .方程 (3. 4.2) 满 足 上 上述 条 件 的 解 为 


6 — Bisincst (3.4.3) 
其 振动 周期 为 
E mr oa PE 
T, = ee an ai = (3.4.4) 
ERE 9 一 小 时 的 时 刻 为 1 一 0, 则 解 (3. 4. 3) af eR N 
日 = cosw.t (3. 4, 5) 
方程 (3.4.2) 可 以 改 为 下 列 自治 系统 
=a 
Ane K G34. 6) 
(= ts 


其 中 w=6 表 角 速度 ， 
在 相 平 面 (9,w) 上 ,自治 系统 的 相 罗 满足 


i i (3.4.7) 


dd w 


积分 上 式 求 得 
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1 ， logy , 
7” + FaF = H, (3.4.8) 


其 中 H, ARAER. EHE w) E3. 4.8) 式 是 一 个 围绕 中 
心 点 (8" ,w' >= (0.0) RRB aR. 由 此 串 知 : 线性 的 单 摆 系统 只 
有 -种 运动 形态 : 周期 运动 , 

对 非 线性 单 摆 运 动 , 方 程 (3.4.1) 可 以 化 为 


[8 一 他 

(3. 4.9) 

loose - wsin? 
EMP HO OLL ERB 

dw wising i 

g (3.4.10) 
积分 上 式 求 得 

Ta + až- cos) = H (3.4.11) 


其 中 77 为 积分 常数 . 由于 o RAER Bo" TAA E R i 
A SHE K: m BAA KR H — wisind, w WOE OBR PE RI D 
| wisinadd = a cosd) MEREK LRE Vp 


K=, V = will - - cos) (3.4.12) 


这 样 . (3.4. 11) 式 表征 的 就 是 能 量 守 恒定 律 .五 Ee, 
Hamilton $. 相应 (3.4.9) 式 就 改写 为 


(. ƏH 
a 
< (3.4.13) 
jo=- ar 
0 


因此 , 非 线性 单 搜 系统 (3. 4. 1) 是 一 个 保 宁 系统 或 Hamilion KK. 
方程 (3, 4.9) 的 定常 状态 满足 
sinf = 0, w=0 (3.4. 14) 
它 可 以 确定 单 摆 的 平衡 位 置 . 这 样 的 平衡 位 置 有 三 个 : 
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(O° a") = (0.0), (~ 4,0), (1,0) (3.4.15) 

从 实际 状态 看 ,这 样 的 平衡 位 置 只 有 两 个 ;一 个 是 (90*,w') 二 
(0,0). 它 是 单 摆 下 垂 , 摆 球 位 于 下 方 的 位 置 , 若 给 它 以 微小 的 位 
移 , 单 摆 作 周期 振 落 ,因而 平衡 位 置 (9" ,w* ) 一 (0,0) 是 稳定 的 , 它 
是 中 心 点 ; 另 一 个 是 (9" ,w" ) 二 ( 土 x,0), 这 是 单 所 摆 球 位 于 最 上 
方 的 位 置 . 若 给 它 以 微小 的 位 移 , 单 摆 不 再 在 平衡 位 置 附近 振荡 ， 
而 是 旋转 起 来 ,因而 平衡 位 置 (8* ,w* ) 二 ( 土 x.0) 是 不 稳定 的 . 它 
ERA. 

从 能 基 去 分 析 , 图 3-3 给 出 了 势能 Y 随 2 EARRA h, 
中 心 点 (Oo )=(0,0) 是 势能 的 极 小 什 点 | 该 点 站 = 0, 
dV a dV = 
dé ‘de 
wo) = (En, 0) 2 HAE ATA GRA V = 2o dV/d8 = 0, 
dydp: 一 一 中 ), 世 总 能 量 极 大 (该 点 H= 205). 


四 | ARERR GRA = 0): RR RAO, 


fa 3-3 
JE AR YE PE O03. 4. 1) 可 以 准确 求解 , 因 1 — cosh = 


2sin? £ , 则 方程 (3， 4.11) 可 改 汪 为 


6? + 4ezsin’ 和 =2H (3.4. 16) 
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+. 


ee 


H = 2aik? (3.4.17) 
这 样 ,方程 (3.4. 16) 可 改写 为 
gi = to | £ -— sinë £) (3.4. 18) 
下 面 分 三 种 不 同情 况 求 解 方程 (3.4. 18)， 
O H 1 
1. H< 2a] = <1 | 
OE EDR BAO TOL. H =O, 时 .6 =O. 3. 4. 18S AT 
k= sin? 2 (3.4.19) 
对 方程 (3.4. 18), 作 变换 
a : i ee oe 了 
sin > = ksing ee On a oe | — g SS ,| 


(3.4. 20) 
注 Lcos 8 da=keosp dg, BI /1— Asin" dé — 2kcosg dy. 这样， 
方程 (3. 4. 18) 化 为 
g* = wi(1 — &'sin*g) (3.4. 21) 
因而 


adi = --_.. l .. 
V1 — Fsinp 


上 式 两 边 从 1 二 0Cqg 一 0) 到 t= 二 1:(qp 一 9) 积 分 求 得 


de (3. 4. 22) 


F 1 ; 

W = oo dG he 2: 

mts I 人 SRI 

右 端 是 第 一 类 Legendre 椭圆 积分 ,其 模 数 为 当 y 从 0 BAIT 
时 , 样 应 0 从 0 变 到 名 , 单 提 经历 了 周期 的 1/4, 则 有 


F wid 
= pK 3.4. 24) 
4 » yI — ksine 


EKA) WB -- 3 Legendre E Mi AE. 山 此 求 得 非 线 性 单 
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ith, e 


摆 振 动 的 周期 为 


T 


— 4K(k) (3.4.25) 
We, 


eg Re PAB I BY ISSR. 4. 4) 比 较 有 
T _ 2K) 


Ta x 


(3, 4. 26) 


TPE ECM 3-4, 


由 图 知 , QO AE =L A O ASH I eT 8 


x = sing (3.4.27) 
WEKA 
sing 1 
wnt = [ee A iamnow de «(3,45 28) 
o yl — a") - Ex) 


ERB: 积分 值 wt 既 可 以 作为 积分 上 限 sing 的 函数 ,也 可 以 
把 积分 上 限 sing 视 为 积分 值 wu 的 函数 ,这 就 是 Jacobi fi AE 3% 
函数 . 因而 
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sing = sn (wrt, k) (3.4. 29) 
上 式 代 入 (3.4.20) 式 ,最 后 求 得 非 线 性 的 单 摆 运 动 方 程 (3.4.1) 在 
k=sin eel 时 的 解析 解 为 


名 <- 1| (3.4, 30) 


sin 4 一 ksn(wt sk) |4 = sin 5 


当 0 一 0 Bf ,2-*O0,8n Cat 2) sin (8/2), (3. 4.30) 式 便 退 化 为 53. 
4.3) 式 . 
aia. Ho. 
2. H> 20; k =z || 
这 是 单 摆 旋 转 的 情况 ,此 时 1 |e ARE l RIT A 
程 (3. 4. 18) 改 写 为 


P = aaike 1 — k tsin? | (3. 4. 31) 
É EE 
sin 5 = sing (3. 4. 32) 
则 方程 (3. 4. 30) 化 为 
g? = wk (1 — & ’sintg) (3. 4. 33) 
A if 
wokdz = = - m= de (3. 4. 34) 
aj i 一 lew sin’¢ 
EX AWWHA KA 


hee f — — dp (3.4. 35) 
4 ! A 12 
fy —] 2) sin:g 
N | k; 


此 式 右 端 仍 是 第 一 类 Legendre 椭圆 积分 ,但 模 数 为 堪 . 当 g 从 0 
变 到 过 时 ,机 应 6 从 0 变 到 7, 单 捍 旋 转 了 周期 的 1/2, 则 有 
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T _ fz 1 ne eke oe 


| i = Ll aig 
N 人 
山 此 求 得 单 探 旋转 的 周期 为 
id 


(3. 4. 37) 


wk 


iE Ap} SB EGE BY AR C3. A. 1) 的 解析 解 为 


sin ， 一 sn ktsg (3.4. 38) 
H | 
3. 11=2w)| k ar ae 


这 是 介 于 捧 动 与 旋转 之 间 的 情况 .此 时 的 方程 (3. 4.18) 化 为 
J 一 dwicos: (3.4. 39) 
2 
内 而 
dé 


cost 7 2 ) (3.4. 40) 


2wdf 一 


RARE RG 
1+ sin(@/2) 


1 — sin(@/2) (3.4. 41) 


2w. = In 

由 此 求 得 
sin £ = tanhent (3.4.42) 
RR ASL h H F.A. D RI REAT ME. 这 个 解 实 际 上 也 


BY LAM C3. 4. 3O RRR C3. 4. 3D ol 求 得 ， 
IE (3. AADI 


cos Bs = sechant (3.4.43) 
Mm HAGE FACS. 4.42) 式 还 是 (3. 4. 43) RBA ce tom otal 


此 ,周期 为 无 穷 大 . 
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在 相 平 面 (8,w) 上, 单 摆 系 统 (3.4.9) 的 相 轨 如 图 3-5 所 示 ， 


Hh 3-5 

AR 3-5 看 出 , 它 有 四 种 轨 线 : 曲线 中 代 表 角 位移 很 小 时 的 
FA te. 曲线 名 代表 角 位 移 较 大 时 的 非 线 性 周期 振荡 . 曲线 中 和 
HARODA EAH bRO ne = COLO MAA A OE TT 
以 用 Jacobi 椭圆 水 数 表征 . HARD EE 2 一 和 rr 的 单 摆 运 
动 , 它 是 连接 两 个 鞍点 (6 ,wo ) 二 (一 xm,0) 和 (Tz,0), 而 且 把 振动 和 
旋转 分 开 的 分 型 线 ,通常 称 为 异 宿 轨道 (heteroclinic orbit). 不 过 ， 
这 里 (一 r:0) 和 (rr:0) 实 际 为 一 个 点 ,所 以 ,此 相 委 为 同 宿 轨 道 (ho- 
moclinic orbit) ,它们 通常 可 以 用 双 曲 正切 或 双 曲 让 割 亢 数 胡 征 . 
曲线 中 代表 单 所 的 旋转 运动 . 

由 上 分 析 可 知 : 单 氛 运动 由 线性 变 为 非 线 性 ,其 运动 形态 山 
单一 的 周期 运动 变 为 多 样 化 的 运动 了 . 


3.5 有 阻尼 的 单 摆 运 动 方程 


在 (1.1.25) 式 中 已 经 标记 过 的 有 阻尼 的 单 摆 运动 方程 为 
0 + 246+ wising = 0 (3.5.1) 
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AAG O RD BY 77 3.5. 1) 化 为 


0 + In + wf =0 (3.5.2) 
这 是 线性 阻尼 振动 方程 . 其 特征 方程 为 
+ yàp w = 0 (3.5.3) 
相应 的 特征 根 为 
ÀA =— pt Ve a (3.5.4) 


ÈT LA Ay A BE (p<) , SB BEL Cp? > 5) AIR FE BA ee Ce? = 5) 
三 种 情况 说 明 . 

5 BH st A OY TE PEE AR A: 81,-,=0 的 条 件 下 . 旋 程 (3.5. 2) 
的 解 为 


d= ĝe “sinw? (w. = fa k } (3.5.5) 
EX ft RM. EME w) 1. A E E 
[i= w 
i (3.5.6) 
区 要 一 2po — ot 
dw —— 2yo + wi MEES 
iS ae CIOTA 
FA UE SR F BE et A E KY BR SP 
H= fa + baie — > u| Ord (3.5.8) 
H= ww off = 2nd? (3.5.9) 


FA HG of OL. 47 BH RI PAR ee oS BE E Ab SF tet. 在 正 阻 尼 时 
GEO) ,总 能 基 耗 损 ( 互 一 0),. 即 它 是 耗 散 系 统 , 图 3 5 中 的 闭合 轨 
线 消 失 , 而 代 之 以 向 内 旋转 的 对 数 螺 线 ( 见 图 3-6) RA BA 
C6".w") 二 (0,0), 它 是 稳定 焦点 ,为 阻尼 单 氛 运 动 的 吸 趾 子 Cat- 
trator). È ROR T A RUE PE RAS SF BHP 
上 ,这 是 耗 散 系统 中 最 简单 的 -类 吸引 子 , 又 称 为 不 动 点 咀 引 子 或 
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定常 鹃 引子 . TET BALE IM (<0), BE ROR I CET 0) MR) BR 
AE wb RACE ee Be OR A Be Ba OER T Cre- 


peller). 


图 3-6 
强 阻 尼 时 ,4 为 二 不 等 实 根 ,在 8|,-。 一 0 的 条 件 下 ,方程 
(3.5. 2) 的 解 为 


8 = @e “sinhw,t (w, = V =- a ) (3.5.10) 
Hh EESO), A EANA ,平衡 位 置 (9” w) 0 ORAA 
TAR AMELO, A 全 为 正 值 ,平衡 位 置 (89" w = (0,0) 
为 不 稳定 结 点 . 
临界 阻尼 时 ,4 为 -相等 实 根 ,在 81,-, 一 0 的 条 件 下 ,方程 
(3. 5- 2) 的 解 为 


0 = te” (3.5.11) 
对 非 线 性 有 阻尼 的 单 摆 运动 ,方程 (3.5.1) 可 以 化 为 
=w 
| (3.5.12) 
w= — 2200 一 wising 


它 不 难 化 为 
十 2pwo 十 (atcos)w = 0 (3. 5. 13) 
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JAC3. 5. IDAR E, BEA THEE AT F a BS BL 
尼 时 的 -- 样 ,仍然 是 用 (3, 4. 15) 式 表征 的 三 个 . 
在 8 二 0 附近 ,方程 (3.5.13) 化 为 
a 十 2pw+ ako = 0 (3.5.14) 
其 形式 同方 程 (3. 5. 2). 因而 与 线性 情况 相同 ,在 oe? oi 时 ,平衡 
AO w ) 一 (0,0) 为 焦点 ,在 Doi 时 .平衡 点 (6" ,w") 二 (0,0) 
为 结 点 . 
在 8 二 土 x 附近 ,方程 (3.5.13) 化 为 
w + 2yar— akw = 0 (3.5.15) 


其 特征 根 为 1= ut ta E E - 负 , 因 而 平衡 点 (8 oD 
一 ( 士 r,0) 仿 为 鞍点 . 

由 此 可 见 , 只 要 Reh 光 0, 非 线性 系统 与 它 相应 的 线性 系统 的 
相 轨 在 平衡 点 附近 是 相似 的 , 它 称 为 是 拓扑 轨道 等 价 的 , 相 轨 见 图 
3-6. 


3.6 Van der Pol 方程 


在 人 1.1.26) 式 中 已 经 标记 过 的 Van der Pol 方程 为 
z+ 24|%~1]2 + aie =0 (p>0) (3.6.1) 


它 可 以 化 为 


an 
ia? (3. 6. 2) 
È =— wiz 一 24| = = ly 
它 只 存在 一 个 平衡 位 置 
(z* ,¥*) = (0,0) (3. 6. 3) 
而 在 r= 0 点 附近 ,方程 (3. 6.2) 可 以 化 为 
均一 2 十 ar 一 0 (3. 6. 4) 
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其 特征 方程 为 


XB — 2pà + o = 0 (3. 6.5) 
相应 的 特征 根 为 
A= piv — wi (3. 6. 6) 


A MERER Ce C AAT SEM R.A AIL. FE 
位 置 是 “个 不 稳定 的 焦点 . 
由 (3. 6.2) 式 知 ,在 相 平 面 (xr,y) 上 Van der Pol 方程 的 相 轨 
满足 
dy __ wit + 2u(a"/at — Dy 
dz y 
由 此 求 得 总 能 量 和 它 的 变化 率 分 别 为 
H 三 $y 十 Laga’ = = 2af & 一 1) ade (3. 6. 8) 


t 
D 


(3.6.7) 


H= yy + rz =— 2al Z j (3.6.9) 
由 此 可 见 ,Van der Pol Y F șI BRERA TTBS |ala A 
阻尼 ) 时 A>0 Ñ |r| >a EME A <0 即 在 运动 过 程 中 万 
可 以 改变 符号 ,这样 .Van der Pol 方程 可 出 现 新 的 现象 ， 
为 了 求解 Van der Pol 方程 ,我 们 先 考察 kw 一 0 的 情况 . 此 时 ， 
方程 (3. 6. 1) 在 xz|,., 二 0 条件 下 的 解 为 


x= asinwot (3. 6. 10) 
其 中 a 为 振幅 . 因而 
$ = wacoswt (3.6. 11) 
W wz 一 0 时 ,Van der Pol 方程 (3.6.1) 为 一 守恒 系统 ,其 总 能 量 为 
H= SH + Sole? = Hiv = ela? (3.6.12) 


2 
这 样 ,(3. 6.10) 式 和 (3. 6. 11) 式 可 分 别 写 为 


工 一 人 | 2H inog (3.6.13) 
ay 
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i — YB ooswygt (3.6.14) 
对 于 py 关 0 的 情况 ,在 弱 耗 散 条 件 下 .认为 号 和 a 部 是 上 的 组 
变量 ,这 样 ,考虑 (3.6. 13) 式 和 (3.6.14) 式 ,而 设 


| 
r=, OD) inwy (3. 6. 15) 
N w 
t= v2H()coswot (3.6. 16) 


RE HOE t HRS HR. 
(3.6. 15) C3. 6,16) 式 代入 (3. 6.9) 式 得 到 


ag 
ipf ee Cyt 


H= di : 1 |H (costae (3. 6.17) 
wea? 


上 式 在 一 个 周期 To= SRE MY o fE E SSP 2 MA 五 的 变化 ， 
左 端 平均 仍 记 为 开 , 则 得 到 


H= $ [a dt 一 一 2pB| i 一 1i (3.6.18) 
其 中 
H, = Zeka? (3.6.19) 
由 (3. 6. 18) 式 看 到 ,使 1 二 0 的 平衡 位 置 有 两 个 ， 
Hi =0, Hi =H, (3. 6. 20) 
dE AY =0 AR. 3. 6. 18)? 式 近似 化 为 
H= 24H (3. 6. 21) 


因而 太守 0, 运 动 不 稳定 ,HH? =0 便 是 不 稳定 焦点 .内 AT =0 就 是 
点 (xy ) 一 (0,0) ,所 以 ,这 种 分 析 与 (3. 6. OMB HR. 
在 Hi =H, 附近 ,(3.6.18) 式 近似 化 为 
H=— 24H H/H, — 1) =— 2u - Hy) (3.6.22) 
NS H<H, M,A>0;H>H, M0. XBR. BOM 
Hs 和 H>H, Wie HSH, BA IT 二 Ho 就 是 
104 


Swi + tet = zeta? (3. 6. 23) 


即 

[过 | +i] =1 (3. 6. 24) 
EHF Cy) E. E E — E y AG KH Cimit 
cycle) ,而 且 是 稳定 的 极限 环 , 见 图 3-7 (a). 图 中 点 人 zy SO. 
0) 为 不 稳定 焦点 ,也 称 为 源 点 . 而 闭合 轨道 Hi 一 豆 ,为 稳定 的 极 
限 环 . 若 规 定 Ap<0, 则 (zz ,y') 二 {0,0) 为 稳定 焦点 ,也 称 为 汇 点 ， 


H: =H, 为 不 稳定 极限 环 , 见 图 3-7(b). 


(a) 


3-7 
稳定 的 极限 环 是 Van der Pol 方程 在 弱 阻 尼 和 无 其 他 强迫 力 
作用 下 求 得 的 孤立 的 周期 解 , 它 称 为 周期 吸引 子 . 


3.7 Duffing 方程 


1. 无 阻尼 、 无 强迫 的 Duffing 方程 
已 在 (1. 1.28) 式 中 标记 过 的 这 种 Duffing 方程 为 
E+ wr = Efor (3.7.1) 
它 可 以 化 为 
105 


C me (3.7.2) 


y=— wre > epigr 
EHF M Cy) EAH E 
dy Use TRE (3.7.3) 
de y 
税 分 上 OR 
y + La + Legir =f (3.7.4) 
其 中 五 BAR. 7. DM RRB. 这 样 ,方程 (3. 7.2) 可 以 化 为 
(2H 
o gi (3.7.5) 
| 7. 
Ox 


所 以 ,无 阻尼 、 无 强迫 的 Duffing 方程 与 无 阻尼 的 单 摆 运动 一 样 是 
一 个 保守 系统 , 它 有 周期 解 ， 
在 s 关 0( 硬 非 线 性 ?时 ,将 方程 (3.7. 1) 与 方程 (2.3. 91) 比 较 
知 ,Duffing 方程 (3. 7. 1) 的 周期 解 为 
x =acn(et,k) (3.7.6) 
其 中 
w = ah + ea’, k= fe = 于 | 1-3 


由 此 求 得 e>0 时 Duffing 方程 (3. 7. 1) 的 非 线 性 振荡 周期 为 


T = aR =j] t'e + PLEI (3.7.8) 
RE PTE AE e es 7.8) 式 和 
LORA 
w = RR ; “5 = of 1 — Fe +o] 
1+ te + Jatt 


= a| 1 + ee ee + Olea’) 


+ Oan} 1 — 
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se 


=a, + + Oat) (3.7.9) 


E e<COCRR SEATED A A A 7.1) 与 方程 (2.3. 88) 比 较 知 ， 
Duffing 方程 (3. 7.1) 的 周期 解 为 


x = asn(w,k) (3.7.10) 
其 中 
1 = L aa ae 
w= ow 十 yea’, k= mac comets = 一 1 (3.7.11) 


阿 样 求 得 se<0 时 Duffing 方程 (3. 7. 1) 的 非 线性 振 划 周期 为 
7. 8) 式 .因而 


w = Fa of 1 1e + DC | 
oe 


ie = a| 1 二 + OCea »} (1 si ae + Olea 


seit 


= Wy + + Olea) (3.7.12) 


其 形式 向 (3, 7. 9) 式 . 
2. 有 阻尼 、 有 强迫 的 Puffing 方程 
在 (1. 1. 27) 式 中 已 标记 过 的 这 种 Duffing 方程 为 
E+ Que + abe + epit? = AcosQt (ue > 0) (3.7.13) 


< 一 0 时 , 它 化 为 线性 方程 , 旦 在 弱 阻 尼 (Am<o3s) 时 求 得 解 为 


z =a “cos(V w — pt + 4) 


ma A cos(Mt + 8) (3.7.14) 
af (ae rY + Ape’ 


其 中 cv We 为 一 任意 常数 ,而 人 满足 
一 20 
tand 一 at — (3.7.15) 


ENE 2B Cpe > 1 BY 3. 7. 14) 式 近似 为 
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= ss 6) (3.7.16) 
V (a — OF)? + ayn 
ERRIMA RB Ca) He OS. CR Oe) AS Se, BH 
增加 . 
在 e400 时 ,引入 等 效 频率 


er 


w = a, + RE e (3.7.17) 
则 方程 (3. 7. 13) 可 改写 为 
Et 2ut + wtr = Acosh (3. 7. 183 
在 pt 六 1 时 , 它 的 解 为 
x = acos (N: + ô) (3.7.19) 
HRM e 满足 
A’ 
We (3.7. 20) 
对 于 近 共 振 的 情况 , 设 
DS an + eå (3.7.21) 


Ae OA os, Ait 


rd ee. 12 
Co? — r= [w — Aw" + MP | see. SpA ee)? 


= sažet] Be = a) (3.7. 22) 
这 样 就 有 

= (A? /dwie’) 

~~ (33a? /8ay 一 A)? + (u/e)? 
显然 , MR S01), WER A=—OCe), AB He Me he AR). 即 


是 软 激励 . AS 


2 


a (3.7.23) 


38a? 3A? 
ee gate oa 
则 53. 7. 23) 式 可 以 化 为 
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(3.7.24) 


a[(o ~ A)? + Cey] =F (3. 7. 25) 
这 是 a 的 三 次 代数 方程 ,实际 上 是 a* 的 三 次 代数 方程 . 由 此 可 知 : 
随 着 激励 振幅 (用 已 表示 ) 的 增加 ,响应 振幅 (用 o 表示 ) 随 之 增 
加 ,而 且 z 随 和 的 变化 会 变 成 多 值 的 , 见 图 3-8. 


(a) 小 的 上 (b) 中 的 下 
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si 
3, a> A 
Co) KH F 
图 3-8 
从 图 3-8 看 出 :当下 较 大 时 , 随 着 4 的 缓慢 增加 (相应 ,激励 
频率 介 也 缓慢 增加 ) ,振幅 将 增加 一 直到 4 一 4 ,但 在 该 点 振幅 将 
跌 到 一 个 较 小 的 值 ;相反 , 若 ARMM DCH, O hem 
小 ) ,振幅 将 缓慢 增加 ,然后 在 ASA 振幅 将 跳 到 一 个 较 大 的 值 ， 
XA HORM. 这 是 一 个 重要 的 非 线 性 现象 , 称 之 为 突变 
(catastrophe), 这 是 非 线性 作用 所 致 . 
非 线性 的 另 .- 个 作用 是 : 即使 2 与 w 差别 很 大 ,也 能 产生 共 
tk. 
th BY Git i a EK Duffing 方程 (3.7. 13) 的 零 级 近 
WR go> 时 可 以 写 为 
(0 =. a 
T tat Ey F ae 
其 中 o=a 十 D(e). 此 时 , 若 设 


cos (ft + ê) (3.7.26) 
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£ = xr? ter? fon (3.7. 27) 
则 出 方程 (3.7. 13) 知 ,一 级 近似 解 满足 


<[4cos(Pz 十 9) 
Llw? = W)’ 十 Aa j” 


3 
EY p ui 十 wk? = eha 一 


ef, A* 
[ (w? pae RY 十 Ape Qe yi 


x (eos3C 十 6) 十 “cos (M a 0)| (3.7. 28) 


因为 上 述 方程 的 右 端 存在 cos3(f23; 十 人 ) 的 强迫 项 ,相应 ,x" 必 有 
WE RA bcos3 (t+ 7) BY RE Cb. Y 为 常数 ). 这 样 因 有 频率 wo, = 3.2 


就 要 出 现 共振 . 此 时 .x 人" 仍 是 一 周期 运动 ,但 其 周期 了 一 35 是 激 
WATR 1/3, 它 称 为 超 谐 共振 或 分 周期 

类 似 ,由 十 非 线性 作用 ,在 方程 右 端 也 会 出 现 诸 如 cos (Ot 
二 8) 的 一些 项 . 这 样 ,只 要 及 = 专人 2 也 会 出 现 共振 ,而 此 时 的 周 


2 2n 2 ee = ogee 
期 = 入 一 3| | AB iL 3 AE OS 
周期 运动 

$B seo = nn = 1.2.00) AH BSE em = LO= 1,2, 
…) 称 为 次 谐 共 据 ， 

如 果 响 应 是 激励 周期 整数 依 的 倍 周期 运动 那么 ,由 于 售 册 期 
Re 动 ,从 而 可 以 形成 混 泪 
(chaos). 事实 上 AS 

z= Ot (3.7.29) 
Duffing 方程 (3.7.13? 可 以 化 为 


t= y 
i = — py — abe — eftx® + Acosz (3.7. 30) 
le=a 
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这 是 -个 三 个 因 变 量 的 自治 耗 散 系 统 , 这 是 出 现 混沌 所 必须 的 最 
低 阶 的 自治 系统 (autonomous system). 


3.1 


3.5 


3 题 3 


求 下 列 和 白 治 系统 的 定常 解 并 分 析 它 的 稳定 性 
1 天 二 Sin 位 
(1) z=x{(p— zr’) (2) 1 . . 
\y=—siny 
(3) t+2—2'=0 (4) ¢-atz'?=0 
求 下 列 自治 系统 的 定常 解 ,并 应 用 平面 极 坐 标 系 (x 二 rcos8， 
y=rsing rr 二 zz 十 yy rs6 二 zy 一 y4) 分 析 极 限 环 
- t= | 
a strla amy] (u0) 
y=r+yle— ir +y] 


t= —ytal dy p— i ty Y 
(2) (u>0) 
ly=x+y(v u Hy Y 


WAE TFD EA E-i E A RA ARR 
(1) +03 jee? (2) 站 十 oz 十 xs 一 0 
考察 Rayleigh 方程 


ae ee et _ 
£ elt 3 |+z 0 


设 =y, WEHA y 满足 Van der Pol 方程 
分 析 Lorenz 系统 
t= glem y) 
Fe 
z=ry—bz 
(1) 求 x 之 1 和 py 之 1 时 的 平衡 点 
《2) 求 特征 根 并 说 明 平 衡 点 的 稳定 性 
(参见 刘 式 适 、 刘 式 达 的 《 非 线 性 大 气动 力学 六 . 129~ 136) 
1]? 


3.6 分 析 Toomre 系统 


L= yz 
y= — 2rz 
ž=zy 


C1) 证 明 x?+y?+2°=% 
C2) 求 平衡 点 及 其 稳定 性 
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第 4 章 试探 函数 法 


非 线性 方程 通常 是 很 难 求解 的 ,有 些 非 线 性 方程 即便 求 出 解 
析 解 ,也 是 以 隐 函 数 形式 出 现 , 不 便于 应 用 . 但 非 线性 方程 很 多 来 
自 广泛 的 物理 问题 ,本 章 力 图 在 对 非 线 性 方程 的 物理 问题 分 析 的 
基础 上 ,建立 模型 并 应 用 某 些 初等 函数 作为 非 线 性 方程 解 的 试探 
活 数 ,从 而 获得 一 些 非 线性 方程 ,主要 是 非 线性 常 微分 方程 的 近似 
解 , 这 就 是 试探 法 . 


4. 1 指数 试探 函数 


下 面 举 几 例 说 明 . 
例 1 落石 问题 
在 空气 中 下 落 的 小 石 块 或 雨滴 既 受 到 重力 的 作用 又 受到 限 力 
的 作用 . 设 小 石 块 的 质量 为 m, 速 度 为 v, 重 力 加 速度 为 g, 所 受 空 
气 阻力 假定 与 成 正比 , 则 其 运动 方程 可 以 写 为 
d 


ma = mg — po €4, 1.1) 
其 中 » 为 阻尼 系数 . 
设 小 石 块 在 初始 时 刻 是 静 正 的 , 即 初 条 件 为 
(0) = 0 (4.1.2) 


方程 (4. 1.1) 为 Riccati 方程 , 它 可 以 准确 求解 .满足 初 条 件 
{4. 1.2) 的 解 为 


(4. 1.3) 


| mg r 
E HE 
vy tanh NE 


实际 上 ,我 们 可 以 对 落石 问题 作 简单 的 物理 分 析 . 首先 ,初始 
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时 刻 一 0, 这 样 可 知 在 下 阔 初 期 主要 受 重 力作 用 ,于 一 &>>0, 邯 隧 
时 间 e 的 增加 ,u 也 迅速 增加 ;其 次 , 随 着 石 块 的 下 落 和 速度 的 增 


加 , 阴 力 的 作用 突出 了 ,这 样 便 使 竺 的 数值 减 小 ,到 时 间 足 够 大 
时 ,重力 与 阻力 平衡 ,而 达到 一 个 稳定 的 未 速 度 
i 
ae fer (4.1.4) 


基于 上 述 分 析 , 我 们 可 以 得 到 wv 随 : 变化 的 一 条 定性 的 曲线 ,多 图 
4-1. 


图 4 
图 4-1 中 的 曲线 是 指数 增加 的 曲线 ,所 以 ,我 们 选择 下 列 指数 
隐 数 作为 方程 (4. 1.1) 解 的 试探 函数 , 即 选 
v" = v(e) (4.1.5) 
其 中 r 称 为 时 间 常 数 . 对 z 的 估计 是 试探 法 求解 的 一 个 重要 问题 . 
(4.1.5) 式 代 人 方程 (4. 1. 1) 得 到 


Se aig ee (4.1, 6) 
由 于 (4.1.5) 式 给 出 的 是 近似 解 , 因 此 , (4.1.6) 式 是 近似 成 立 的 ， 


PAWS A 
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ee 


rt)= se" 一 8 十 8 一 nya (4.1.7) 
rt) Pp WI Fe RM. 7 CO) BEB ce EB Sb BN T He 
在 下 落 过 程 差不多 是 一 半 的 时 候 , 近 似 有 一方 w，vr(0) 一 0 所 
以 ,时 间 常 数 r 的 选择 通常 要 求 

ent = > ra) 一 0 (4.1.8) 


(4. 1.8) 式 代入 人 (4.1.7) 式 . 求 得 时 间 常 数 为 


_2 fm 
T = 3 Vag (4, I 9) 
所 以 ,方程 (4.1.1) 满 足 初 条 件 (4. 1. 2) 的 解 可 近似 表 为 
f 一 一 一 
v= vaf -一 exp | 3 Je] (4.1.10) 


当然 ,这 个 解 是 不 准确 的 ,除了 解 本 身 以 外 ,时 间 常 数 的 选择 也 不 
准确 . 通常 ,对 于 指数 肾 数 e', 选 二 -1,; 就 认为 差不多 豪 减 到 零 
T. 因此 ,对 (4. 1.5) 式 通常 要 求 

v? = ve (1 — e7!) æ 0.630. (4.1.11) 


所 以 ,对 准确 解 (4. 1. 3》, 可 取 tanh Je 
m 


r = 0.745 4] = (4.1.12) 
KE 


比较 (4,1.12) 式 和 (4.1.9) 式 ,两 者 还 比较 接近 . 

例 2 双 分 子 反 应 问题 

分 子 AMSAT B 通过 化 学 反应 形成 -- 个 新 的 分 子 C. 设 在 化 
学 反应 刚 开 始 时 ,4 和 8 的 分 子 数 分 别 为 a AOR ah). MBL 
学 反应 后 C 分 子 的 数 自 为 n, 则 控制 方程 为 


到 = ka — n)(b— n) (a <b) (4.1.13) 


其 中 让 为 反应 常数 ,a 一 n A b-n 分 别 表示 通过 化 学 反应 保留 的 
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一 0.63, 从 而 定 得 


ASFMBAFURA. 
因 化 学 反应 刚 开 始 时 ,还 没有 C 分 子 形成 ,所 以 ,问题 的 初 条 
件 为 
n(O) 一 0 (4.1.14) 
方程 (4.1.13) 也 是 .个 Riccati 方程 . 它 满 十 初 条 件 (4. 1. 14) 的 准 
确 解 为 


LG et ee a ee (4.1.15) 
b — ae 
其 中 
o = kb(1 — a/b) (4.1.16) 


与 落 右 问题 一 样 , 我 们 对 双 分 子 化 学 反应 问题 可 作 一 简单 分 
折 . 首先 ,初始 时 刻 一 0, 因 而 在 反应 初期 ,把 一 kab>>0, 即 随时 间 
,的 增加 活 也 迅速 增加 其 次 , 贿 着 化 学 反应 的 进行 ,C 分 子 数 的 
增加 ,使 各 的 数值 减 小 ,到 时 间 足 够 大 时 ,所 有 的 A 分 子 已 经 用 


完 .C 分 子 数 不 能 再 进一步 增加 ,以 至 开 一 0,n 达到 一 个 稳定 的 值 


nao = a (4.1.17) 
所 以 ,本 问题 的 试探 因数 仍 可 以 采用 (4. 1.5) 式 的 形式 , 即 令 
n* =al e`") (4.1.18) 
(4.1.18) 式 代入 方程 (4.1.13) 得 到 
fo = kae “(b —a 4 ae™) Hra) (4.1.19) 


T 
类 似 , 时 间 常 数 r 和 剩余 函数 rO RA ElL ORIEN 
和 人 (4.1.19) 式 求 得 


= ] 
~ kb — af 26) 


所 以 ,方程 (4.1.13) 满 足 初 条 件 (4.1. 14) 的 解 可 近似 表 为 
n=a{}] = exp[— kb(1 — a/2b)t]} (4.3.21) 
As 三 分 子 化 学 反应 问题 
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T (4.1.20) 


DF 4、 分 子 妃 和 分 子 C 通过 化 学 反应 形成 一 个 新 的 分 子 
D. 为 了 简单 起 见 , 设 在 化 学 反应 刚 开 始 时 ,A 的 分 子 数 为 4a,B 和 
C 的 分 子 数 都 为 6( 设 a<5), 又 设 化 学 反应 后 DD 分子 的 数目 为 4， 
则 控制 方程 为 


fla bn)’ (4.1.22) 


其 中 天 为 反应 常数 ,问题 的 初 条 件 仍 为 (4. 1.14) 式 . 
方程 (4. 1. 22) 是 第 一 类 Abel 方程 . 据 (2. 2.79) 式 , 它 满足 初 
条 件 (4. 1. 14? 的 准确 解 为 下 列 隐 范 数 形式 : 
l1 — n/b 
1— n/a | 


e ETT, 
(4. 1. 23) 
与 例 2 的 分 析 相 似 , 我 们 仍 采 用 (4.1.18) 式 的 试探 函数 ,将 它 
代入 方程 (4. 1. 22) 得 到 


Pyt = kae ™" (b —a tae)? +r) (4.1.24) 


使 它 满足 (4. 1. 8) 式 , 求 得 


Tv 


In 


= aa 
所 以 ,方程 (4. 1. 22) 满 足 初 条 件 (4. 1, 14) 的 解 可 近似 表 为 
n= a({1l—exp[— kb (1 — a/26)*t]} (4. 1. 26) 
Bla 散热 片 问题 
设 在 一 个 固定 温度 的 热 金属 板 上 放置 一 个 薄 的 和 矩形 散热 片 ， 
其 长 度 为 7, 宽度 为 a, 厚度 为 5(5<&a), 它 一 方面 通过 热传导 得 到 
热量 , 另 -方面 通过 与 环境 空气 的 对 流 损失 热量 . 设 x 沿 散热 片 
方向 ,在 点 x 处 散热 片 温 度 与 环境 空气 温度 之 差 为 8, 则 在 工 附 近 


的 一 个 元 长 度 Oo 内 ,通过 热传导 得 到 的 加 热 率 与 生成 正比 ,而 


{4. 1. 25) 


通过 对 流 损失 的 热量 与 8 成 正比 Cn 可 以 从 1 BN A) , 则 


控制 方程 可 以 写 为 
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kab CE 2ahp = 0 (4.1.27) 
dz’ 


共 中 和 和 下 分 别 为 热传导 系数 和 热 输送 系数 . 方程 (4. 1. 27) 可 以 
改 与 为 


a 一 c 名 一 0 (4.1.28) 
其 中 
t= z5 (4.1.29) 


只 要 Æl. WRC. 1.28) 8 T Painleve 方程 .日 不 能 准确 米 解 . 
在 散热 片 的 … 端 (z 一 0) ,温度 2 固定 为 册 . 另 一 端 (一 己 ) ,只 
要 亏 趾 够 大 , 它 应 与 环境 空气 取得 同样 的 温度 , RIA 
0) 一 8，20L) 一 0 CL RRR) (4. 1. 30) 
显然 ,散热 片 在 =0 处 .9 有 最 大 值 包 ;在 z= 工 处 ,28 有 最 小 
fi AE). 而 且 , 随 着 x 从 + 二 0 逐渐 增 大 .温度 开始 下 降 较 快 ,并 
逐渐 趋 于 平稳 下 降 ， 
基于 上 述 分 析 ,我 们 设 试探 两 数 为 
6° = Oe 外 (4.1.31) 
AA 称 为 长 度 常数 ,其 本 质 与 时 间 常 数 一 样 . 
(4.1.3]) 式 代 人 方程 (4. 1. 28) 得 到 


-Lue ee O = rlr) (4. 1. 32) 
re BD IA KK. 炎 似 (4.1.8) 式 ,我 们 选择 a tE 
e “一 L, r(x) = 0 (4.1.33) 
将 它 代 入 《4.1. 32) 式 求 得 长 度 常 数 为 
Aso 1°¢2/8,) 0? (4.1.34) 
所 以 ,方程 (4.1.28) 近 似 满足 边 条 件 (4. 1. 30) 的 解 为 
8 = G&exp{— c? (2/6) O Pr} (4.1.35) 


例 5 白 热 丝 灯 问 题 
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设 有 一 长 为 1 直径 为 4 的 白 热 丝 灯 固定 在 两 个 厚 厚 的 墙壁 
E. 设 白 热 丝 灯 的 电 限 为 p, 通 过 的 电流 为 1, 它 -方面 通过 电热 丝 
加 热 得 到 热量 , 另 一 方面 通过 热传导 和 辐射 散失 热量 . 设 z 为 白 


热 丝 灯 长 度 的 方向 ,在 点 之 处 ,长 为 z 的 体积 元 6V =r S| 6z 


内 的 温度 为 了 , 则 其 控制 方程 为 
dT . 4ec,., _ 16Tp 
Rage a a! 
AP RM THAME SARA AH KRM a 为 Stefan-Boltzmann 
常数 .方程 (4. 1.36) 可 以 改写 为 


(4. 1. 36) 


2 
= iT + ATs =B (4. 1. 37) 
x 
其 中 
_ 480 _ 16l’p 
A= 7 B = EF (4. 1. 38) 


WH (4.1. 37) F Painleve 方程 , 且 不 能 准确 求解 . 
由 于 热传导 的 作用 ,我 们 取 两 端的 温度 为 零 , 即 边 条 件 取 为 
TO) =0, Td) =0 《4. 1. 39) 
考虑 到 白 热 丝 灯 很 长 ,其 中 心 部 分 不 受 传导 冷却 的 影响 ,而 维 
持 一 常 定 的 温度 


ee (3 i (4. 1. 40) 
而 两 端 温 度 缓 慢 下 降 . 正 由 于 此 ,选择 试探 函数 为 
T* =T,(1 —e*") (4.1.41) 
4 为 长 度 常 数 ， 
(4.1.41) 式 代入 方程 (4. 1, 37) 得 到 
T 


are + ATL ~ e77) = B+r(z) (4.1.42) 
选择 和 满足 条 件 (4.1. 33) 求 得 


4 一 jf RAB) (4. 1. 43) 
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所 以 ,方程 (4,1.36) 近 似 满足 边 条 件 (4. 1. 39) 的 解 为 
a | hae scorer ate 
T = TAI exp] = 9) BABY” “lf (4.1.44) 


4.2 HAH IR AK 


我 们 就 以 单 摆 运 动 方程 
@ + asin? = 0 (4.2.1) 
为 例 来 说 明 . 
在 < 的 单 摆 振 动 的 情况 ,如 选择 单 摆 到 最 大 角度 = 8, 
的 时 刻 为 :二 0, 此 时 的 速度 为 零 , 则 初 条 件 应 为 


aco = 8, (0)=0 (4. 2.2) 
在 线性 条 件 下 ,满足 上 述 初 条 件 的 解 就 是 (3. 4. 5) 式 , 即 
8 = @,cosw,t (4, 2. 3) 


FEAR RR HER AIF FB 可 以 画 出 在 一 分 << tr 为 振动 周期 ) 内 ,8 随 
Af fal ¢ 的 变化 示意 图 ,如 图 4-2 所 示 ， 


= - 
T/4 O| T/12 Tid ! 


图 4-2 
基于 前 面 的 分 析 并 考 虐 到 初 条 件 (4. 2. 2), RATE RIR A SON 
Hh Dy Be. BD 
120 


@ == O[1 — (4e/T)?] (4.2.4) 
AMF Me RET 的 选择 是 一 个 重要 的 问题 . 
《4.2.4) 式 代入 方程 (4. 2.1) 得 到 
320 


32h + asin fafi — (#) ]}= rit) (4, 2.5) 


考虑 到 单 舞 从 最 大 振幅 = 8, 变化 到 9= 0-H BEM I. ee AP 


间 的 十 时 刻 上 , 即 + 一 否 时 ,发 生 转折 , 即 通 过 该 点 ,| 了 | 的 数值 从 
较 小 转 为 较 大 . 因此 ,T 的 选择 通常 要 求 


-1T T zi 
s= 47 g rO =0 (4.2.6) 
(4.2. 6) 式 代 入 {4. 2.5) 式 求 得 单 摆 运行 周期 为 
l 2% 
T = dw!" (4. 2.7) 
sinf 5a 

“> 2 
它 与 线性 周期 To 一 名 之 比 为 


. j8 
9 


明 ,用 (4. 2. 8) 式 计算 的 元 与 用 (3.4， 26) 式 计算 的 元 非常 相近 . 


ar < 、 | 20, > ` ` 
È 5 (3.4. d E 了 K(k). 计算 表 


4.3 三 角 试 探 函 数 


在 3.6 节 中 分 析 过 的 Van der Pol 方程 
E+ Ope /ai- 1) 过 十 ol 一 0 (DO0) (4.3.1) 
是 很 难 准 确 求解 的 .不 过 ,我 们 已 分 析 知 道 , 它 存在 振幅 为 24. 的 
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周期 解 ( 极 限 环 ). TE FUE RNR RA 
x’ = Acoswt (4.3.2) 


(4.3. 2) 世代 人 方程 (4. 3.1). E EE cos" ersinat = A (sinwi + 
sin3wt), 刚 得 到 


站 
(wi — w) Acosat 2pwA: à | | 1 |sinoe 


z wA sin3ot = r(t) (4.3.3) 


内 为 在 (4.3. 2) 臣 中 存在 两 个 参数 : AM w M432 3) 式 中 存在 
芮 个 最 低频 率 的 项 ( 即 包 仿 coswt 和 包含 sinat AT) HER 
们 选择 4 和 使 得 (4.3.3) 式 中 的 高 频 项 ( 即 包含 singo 的 项 ) 忽 
Mm. HE ra= Al coset 及 sinat 的 系数 为 零 . 因而 求 得 


w= wg A= 2a, (4.3.4) 
所 以 ,Van der Pol 方程 (4. 3. 1) 有 周期 解 
z = 2a,coswyt (4.3.5) 


X BE HE a BES. TS — ne FR a TF a ARR. 


44 定常 一 小 振荡 试探 函数 


我 们 举 两 例 来 说 遇 . 

例 1 低 黏 流体 黏 性 的 测量 问题 

AA CARRE MR RAR AMR. 在 一 个 垂直 放 填 的 
管内 装 人 流体 ,可 以 根据 流体 所 在 高 度 疡 随时 间 上 的 变化 ,确定 流 


体 的 运动 学 黏 性 系数 世 
h 的 控制 方程 为 
da ee erd (4.4.1) 


其 中 65.c 和 4 BHR. 
但 根据 实验 测 得 A 随时 间 + 的 变化 如 图 4.3 所 示 . 
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WW 4-3 
由 图 4-3 看 出 ; ha EMERE h-o MH A BR 
RAS EDR. AE KATA BRA 


hh. +h (4.4.2) 
HP RKA. A A 满足 
ch,, =d (4.4.3) 
AAS 4.]) 得 到 
dtp! dh’ pdkt og, 
at el cal + bh. Ge + bh! “+ ch! = 0 
(4.4.4) 
它 仍 然 是 -- 个 非 线性 方程 .不 过 ,我 们 认为 其 中 的 小 振 葛 的 二 次 乘 
积 项 | 5 | 入 名 是 可 以 忽略 的 小 项 , 则 方程 (4.4. 4) 化 为 
a + bh, E + ch! = 0 (4.4.5) 
这 是 线性 阻尼 振动 方程 .在 A /2<lc 的 条 件 下 求 得 
h! = Ce Tros lwt 十 人) (4. 4, 6) 
其 中 a Ain .o 为 初 相 位 . 而 振动 圆 频率 w 满足 
| bh... | efa BAR| 5 
garel] = cl 一 | (4.4.7) 


这 样 ,方程 (4. 4.1) 的 解 可 近似 写 为 
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A= hae + de "cos (ait + 8) (4.4.8) 
HI 80 fale F PE AK o AB EI tie 
例 2 KdV- Burgers 方程 的 焦点 附近 解 
KdV-Burgers 方程 (1. 2. 7) 的 行 波 解 满足 方程 ( 见 (6. 10. 3) 
z) 


1 J de 
- cu + gh vie + poe = = A (4.4.9) 


从 定性 分 析 知 : 当 OLLAAN, Ye Be u =e + 


vc 十 24 为 一 焦点 ,因而 解 为 围绕 这 个 值 作 衰减 振动 . 
由 此 分 析 ,我 们 设 试探 函数 为 
二 ur 二 uw’ €4.4.10) 
(4.4.10) 式 代入 方程 (4. 4.9) ,得 到 
da’ v du’ 
ae” Fae + 28" 
Fo. = 0 (4.4.11) 


HEIE A ANH? 忽略 ,得 到 


dé -pdt - u' = 0 (4. 4. 12) 
由 此 求 得 
u! == ae®coské (4.4.13) 
其 中 ay 为 振幅 ,站 满足 


/TIA ¥ 
po ore Sf. 4, 
7 i (4.4.14) 


此 问题 的 详细 讨论 见 6. 10 节 , 此 外 还 可 见 6.9 节 和 6. 11 节 ， 
最 后 应 该 指出 : 这 里 的 定常 一 小 振荡 试探 硝 数 法 实际 上 就 是 
流体 力学 中 的 小 扰动 方法 , 它 有 羞 广 泛 的 应 用 . 
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3 题 4 


4.1 设 有 一 半径 为 a 的 球 , 沉 人 流体 中 的 深度 为 h AER RI AR i 
起 算 ), 达 到 平衡 时 球 刚 好 - - 半 沉 人 流体 中 ( 即 天 二 a) ,给 球 
上 下 扰动 ,此 时 有 变化 满足 方程 


dh 3gi, A) 
dë + ba |A Ba 


其 中 g 为 重力 加 速度 . 
(1) 在 二 很 小 时 , 写 出 方程 的 近似 形式 ,并 求 其 圆 频率 
(2) 与 方程 (2. 3.131) 比 较 , 求 它 的 准确 解 
(3) 在 严 不 大 时 ,用 三 角 试 探 函 数 求解 
4.2 RAHE 


带 有 初 条 件 u(0=0 

(1) 证 明 x 随 上 的 变化 类 似 于 网 4-1 

(2) 与 出 uo 

(3) 用 指数 试探 范 数 求解 ,并 说 明 剩 余 函 数 和 时 间 常 数 
4.3 用 指数 试探 函数 求解 


(1) aM au"=0, u C0) =t 


(2) Y paws, u(0)=0 
(3) m =mg— po’, v(0)=wvw, 


(4) m P=mg po", w=, vl2o)=v.. 
(4 mg= ut.) 
4.4 用 抛物 线 试探 函数 求解 
2 
x 
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(2) de ape “u(0)=aos 


an 


de? 
H = A id BR A BOR AF 
(1) Th teu? =0 

dg 


(2) dz + wssing=0 
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u (0)—0 


第 5 章 摄 动 法 


摄 动 法 是 求解 非 线性 方程 的 一 种 重要 的 方法 . 这 种 方法 的 第 
一 步 是 在 方程 中 引进 无 量 岗 的 小 参数 s(0<e< 科 1); 第 二 步 是 将 方 
程 的 解 展 开 为 小 参数 < 的 短 级 数 ,从 而 吓 以 依次 求 得 方程 的 各 级 
近似 解 ;第 三 步 是 分 析 摄 动 级 数 的 收敛 性 , 它 道 常 在 自 变 量变 得 很 
大 时 不 收 伍 ,为 了 解决 这 个 问题 在 经 典 的 正规 摄 动 法 的 基础 上 出 
现 了 许多 奇 在 摄 动 法 . 


5.1 正规 摄 动 法 


考察 下 列 包含 小 参数 < 的 两 个 林 知 睫 数 yA z(zy 的 边 值 
问题 ， 
ry = yt ez 
xz! =— 2z — yz (5.1.1) 
ly) =1, z(Q) =e ' 
Kyo) MM eo RH e HARK. 
Y= y TEM To 
ees 
其 中 yoo yi ec Meus x). PRA y Al ze 的 震级 近似 ,一 级 近似 .…… 
将 《5.1.2) 式 代入 边 什 问题 (5.1.1) 得 到 
[res + ey toe) = (ye + ey foe) + eC zy + ez, + oer) 


(5. 1. 2) 


(26 Hezi +o) 二 一 2(za + ez, + +) 
= (ys + ey + ee) (e; + ez, + om) 
(ya) Hey Q) tee = 1, afb) Hez (l) He me? 


出 此 求 得 它 的 零 级 近似 和 一 级 近似 分 别 为 
[to — yo = 0 


4 zh -+ 2zo + yazo 一 0 (5.1.4) 
eee =]. 2,1) =e ' 
和 
zy yy- a= 0 
zzi + 2z, + z + yzi = 0 (5.1.5) 


aA =O. 2,0) =0 
零 级 近似 问题 (5.1.4) 的 解 为 
Ny S Ta Z; = F. (5.1.6) 


(5.j.6) 式 代 人 到 -- 级 近似 问题 (5.1, 5) 有 


1 ba 4 
zyme =90 


zzi + 2z; + 4 e “yi + zz, =0 


m1)=0, 2) 一 0 
一 级 近似 问题 (5. 1.7) 的 解 不 难 求 得 为 


这 样 ,我 们 便 用 摄 动 法 求 得 边 值 问题 (5.1.1) 的 解 为 


| y= zji +e fr ‘ed |+ Oe) 
4 (5.1.9) 


| ee E +e [as]: te~r |+ Ole) 


xe 
因为 本 问题 在 x=1 处 ,给 出 了 y(z) 和 x(z) 的 限制 条 件 ,而 有 内在》 
和 * 中 都 有 高 度 收敛 的 积分 [ee de, 因而 解 (5. 1. 9) 即 使 对 很 


大 的 <, 右 端 第 -项 也 是 右 端 第 -项 的 小 修正 . 因此 .正规 摄 动 法 
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对 本 问题 是 有 效 的 . 

但 摄 动 法 给 的 是 关于 的 形式 级 数 解 . 最 终 只 能 将 级 数 截 断 ， 
到 有 限 项 作为 问题 的 解 . 那么, 这样 做 是 否 对 所 有 的 自 变 其 都 一 敏 
成 立 呢 ? 为 此 ,我们 考察 “这样 个 非常 简单 的 函数 . 因为 


e +=] — et + er set (5.1.10) 


BRE Lt + ORM MAN 6 RRR AA KTR 
级 数 55.1.10) 截 断 , 取 前 有 限 项 作为 e “的 近似 值 , 那 么 , 它 就 并 
非 对 所 有 的 上 部 一 致 有 效 了 . 如 取 e“' 级 数 的 头 两 项 作为 共 近 似 
值 , 则 对 于 :一 OQ(1) 是 有 效 的 ,但 对 于 1 二 Ole ') 就 不 再 有 效 了 ，, 必 
须 增 加 级 数 的 项 数 , 若 上 再 增加 达到 + 一 Ofe 5 时 ,级 数 的 项 数 还 
KAA. 所 以 , 摄 动 解 通常 并 非 对 所 有 的 自 变 量 都 有 一 致 有 效 
地 用 前 有 限 项 作为 近似 解 ,之 所 以 如 此 ,是 因为 在 摄 动 解 中 存在 与 
tt 成 正比 的 久 期 项 (Secular term) AV RRM. 正 由 于 此 ,出 现 了 
许多 为 了 消除 和 久 期 项 而 创立 的 奇异 摄 动 法 .下面 分 别 介绍 . 
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在 3.7 节 中 已 经 分 析 过 的 Duffing 方程 


dx 


ae + wa 二 一 Epix (5.2.1) 
JE 60 时 的 准确 解 为 
x= acn(wt,k) (5.2.2) 
它 对 任何 :部 是 有 界 的 ,其 中 
Q2 ,2 H 2 
w = w + epia, R= 2 1— 3) (5.2.3) 


20 zi 加 
现在 .我 们 在 Oe] 的 条 件 下 用 摄 动 法 求解 它 . 
设 Duffing 方程 (5. 2. 1) 的 解 为 
x= ty H Eer t r, ee (5.2.4) 


其 中 ork oles THA x ft) :级 .二 级 、… 近 似 ，. 
(5. 2.4) 式 代 人 方程 (5.2. DA 


(Co 十 ET, + ooo) 十 MAEZ + EX, + s+} 


dz? 
=— efla, + er, + +)? (5.2.5) 
由 此 得 到 其 零 级 和 一 级 近似 方程 分 别 为 
<2! + any = 0 (5.2.6) 
fi 
aa + atz, 二 一 piri (5.2.7) 
ok. SR WBS. 2.6) 为 一 线性 方程 ,其 遂 解 为 
ze = acos (at + 4) (5.2.8) 


它 实 际 上 就 是 Duffing 方程 (5. 2, 1) 在 HON KR. HR a mA, 
为 两 个 任意 常数 ,分 别 代表 零 级 近似 解 的 振幅 和 初 相 位 . 
将 (5. 2. 8) 式 代入 方程 (5. 2. 7) 的 右 端 ,并 注意 cosia 一 


(eos3at 3cosa) , 则 得 


Ea 


+ wir 一 一 1 Pha’ [cos3 tot + Ga) + 3cos {wot + Ba) ] 


(5.2.9) 
这 个 一 级 近似 方程 也 为 一 线性 方程 ,考虑 到 共 齐 次 方程 的 解 与 
《5.2.8) 式 形 碟 一样 ,因而 只 求 方程 (5. 2. 9) 的 特 解 , 这 个 特 解 不 难 
求 得 为 


之 一 一 Sl atsin (ont +h) 十 = z 


a’cos3 Cant + 0) 


(5. 2. 10) 
这 样 ,Puffing 方程 (5. 2. 1) 的 摄 动 解 可 以 表 为 


3% 


x =acos (met + b) + af- è Ba en (wot + 8) 
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+ Po cos3 (nt + 65) |+ OLE?) (5.2.11) 
3205 


由 于 在 一 级 近似 解 中 存在 一 区 arrsin(out 十 名 ) 形 式 的 久 期 项 ,所 
以 ,(5. 2.11) 式 的 截断 解 不 能 对 所 有 的 :一致 有 效 . 而 这 种 久 期 项 
的 产生 是 由 于 在 一 级 近似 方程 (5. 2. DARA cos (wnt 十 加 ) -项 ， 
它 的 频率 与 齐 次 方程 的 基 频 wo 相同 ,形成 共振 所 致 . 

事实 上 ,从 准确 解 (5. 2. 2) 式 看 到 , 它 是 对 所 有 的 上 都 是 有 界 
的 ,由 此 说 明 应 用 正规 摄 动 法 不 适 十 求解 Duffing 方程 (5. 2.1). 

从 Duffing 方程 (5. 2. 1) 所 反映 的 非 线 性 振东 的 物 埋 意义 来 
分 析 . 由 十 它 存在 非 线性 的 恢复 力 , 使 得 这 种 非 线 性 振荡 本 身 存 在 
不 同 的 时 间 尺 度 .通常 ,由 于 非 线 性 形成 的 不 辣 频 率 振荡 的 相互 作 
用 ,使 得 振 划 的 振幅 随时 间 是 慢 变 的 ,同样 , 急 相 位 也 随时 间 是 慢 
变 的 ,但 相位 则 随时 间 是 人 快 变 的 . 而 日 从 等 效 圆 频率 的 表达 式 
(3.7.9) 看 到 , 它 一 方面 与 线性 振荡 的 贺 频 率 o 有关 , 男 一 方面 它 
又 与 振幅 a AK. 正 由 于 此 ,为 了 用 摄 动 法 求解 Duffing 方程 , 必 
须 引 人 多 种 时 间 尺 度 , 这 就 出 现 了 多 尺度 方法 - 

多 尺度 方法 的 第 .- 步 是 引进 多 尺度 变量 : 

了 一 
(5. 2. 12) 

AAT, =e Ml x,=cos?’=cosez 随 ! BLA BW To=: Ma = 
cosT,,=cosi 随 上 的 变化 要 慢 . 因 而 了 ,一 st 等 均 称 为 慢 变 坐标 ， 

ERED EA H EBRA M KA r KLE T eA e,m 
HERF T Totes Te 这 样 ,z 的 摄 动 展开 式 应 为 

£= PaT sTyLe) + ex Pos by sees En) moe 


(5. 2.13) 
HF cWNRREUKMT TT oT. AMER RP 
的 关于 时 间 的 导数 应 为 
d 3 9 yO , oO 
& a ta te ar, to + ar (5. 2. 14) 
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这 可 以 认为 是 多 尺度 方法 的 第 三 步 . A- PRRA SERENA 
仪 将 解 按 的 党 级 数 展开 .而 且 将 车 也 按 。 的 乒 级 数 的 前 n 项 作 
TEH. 正 由 于 此 ,多 尺度 方法 又 称 为 导数 展开 法 (derivative ex- 


pansion method). 


将 (5. 2. nisi 2. 14) 式 代入 Duffing 方程 (35.2.1) 有 
3T, t EST + 二 


十 a + ex, t+) 


=— Epil t + ex, foe YP (5. 2.15) 
由 此 得 到 其 霍 级 近似 和 一 级 近似 方程 分 别 为 
F ra 2 
aT? + oizr = 0 (5. 2. 16) 
和 
Ox x, z r i 
aT? + wr, 二 一 2 TT, — Bix? (5.2.17) 


WR. BREW BC. 2. 16) 的 通 解 为 
ay = aT Tse T cosfa,T, + 6,07 TaT) ] 
(5. 2. 18) 
由 此 看 到 ,xz 的 振幅 MMA, 只 随 了 ,7 了 :，… 和 了 变化 ,而 
相位 可 以 随 Ta 变化 ,因此 ,a 和 所 是 慢 变 的 ,而 相位 是 快 变 的 . 
将 (5.2.18) 式 代 人 方程 {5.2.17) 的 右 端 . 则 方程 (5.2.17) 化 


为 
oe fe Gite =i T sinw Ta + 9) 
+ | Qe ae = Bia "| cos (anT + @) 
= + Parcos3(axT + 8) (5. 2.19) 


比较 方程 (5. 2. 19) 的 右 端 与 方程 65. 2. 9) 的 右 端 可 以 发 现 ,在 方程 
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(5,2.9) 的 右 端 诱发 久 期 项 的 cos Coot + Oo) BY RA TH HE — PAE E AY 
RB hi ETT BS. 2. 19) 69 A de TH R A BATH AY sin CaTa + On) All 
cos (ay To Oy) AY BI R Sd Bl Fz — PT AE AY AR. 所 以 .为 
了 消除 久 期 项 ,可 令 


a oF, 3) ae 3 
Bp = one Sr — Fhe = 0 (5.2.20) 


这 称 为 非 久 期 条 件 (condition for nonsecularity). 它 告 诉 我 们 ; te 
幅 a ARIT HK, MARS, AK MK, ie 与 了: 
有 关 , 从 而 随时 间 更 是 慢 变 的 . 同时 ,由 (5.2.20) 的 第 .… 式 求 得 Oo 
随时 间 慢 变 的 具体 形式 为 


ee 384a: 


a = Ei + a (Tzr Ta) = gw 


et + # (了 ST) 


KEP OTTAR} Ti 而 言 是 积分 常数 . 
有 了 非 入 期 条 件 (5. 2. 20) ,一 级 近似 方程 (5. 2. 19) 可 以 改写 为 
fom Ox, 
ƏT: 


它 的 特 解 为 


jee + Patcos3 (et +6) (5.2.22) 


Po 420093 (eT, + 95) (5. 2. 23) 
32w 


2. 23) 式 与 (5. 2. 10? 式 比较 ,在 这 里 消除 了 久 期 项 . 这样 ,我 们 
应 用 多 尺度 方法 求 得 了 Duffing 方程 (5. 2. 1) 的 摄 动 解 为 


tı = 


x = alT..-,T, cosé +3 oe ge cos30 + Oe) (5.2. 24) 
其 中 相位 范 数 为 
6 = mT, +O = + lee (5.2. 25) 


这 里 ,t 前 的 系数 与 (3. 7. 9) 式 表征 的 等 效 圆 频率 完全 一 样 , 我 们 
注意 到 在 多 尺度 方法 中 ,实际 上 将 圆 频 率 也 作 了 摄 动 展开 .这 就 导 
致 了 下 节 介 绍 的 PLK Fk. 
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我 们 在 3. 6 节 分 析 过 的 ， Van der Pol 方程 
dêz 
de? 

Wo A RTL UAT LSE RAR 为 此 ,在 弱 阻尼 
Ce wi AE FAD SR 


十 2u| = -ij 至 Het = (5. 2. 26) 


E = 2go (5.2.27) 
这 样 ,Van der Pol FAC. 2. 26) 化 为 
dêr zy dz , 
Ta + ai = e1- Zla E (5. 2. 28) 


(5.2.13) 式 和 (C5.2.14) 式 代入 方程 (5. 2. 28947 
i Tw. 
| arte ar torte" “or, (xo teary te) +05 (ry tex, te) 


nef SEL eaaet 
(5. 2. 29) 
其 零 级 近似 和 一 级 近似 方程 分 别 为 
ə l 
are + wit. = 0 (5. 2. 30) 
各 
CE 
ar: + an = zarar, + [1 Ha Sr 
(5. 2. 31) 


显然 , 零 级 近似 方程 (5.2. 30) 的 通 解 为 
Zo = aT Taste Ta cosl To + OT,,T,,-,T,.)] 
(5. 2.32) 
(5.2. 32) 式 代 人 级 近 似 方程 (5. 2. 31) 得 到 
2 ; p3 
oe + wher, = ae ae — aol 1 — ie] U +O) 


+ 2wy a ar°°s {aT + 4 


+ 4) 


(5. 2. 33) 
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从 上 式 看 到 ,这 里 的 非 入 期 条 件 为 


= 05 


20, 22 ~ ajal 1 一 Oo _ 0 (5.2.34) 
1 i 


a] ƏT, z 
(5. 2.34) 的 后 - 式 表明 ; 8 不仅 与 工 , AK, MAST, 无 关 . 
(5. 2. 34) 的 前 一 式 给 出 了 零 级 近似 的 振幅 a 随 了 的 变化 规律 , 即 


Da? a wo 4 9 oF 
ƏT, ak =0 (5. 2. 35) 


这 是 a? KFT, 的 Bernoulli 方程 ,也 可 看 做 是 a? KFT, 的 Ric- 
cati FR. 它 满足 初 条 件 


ana? 十 


a i = & (5. 2. 36) 
的 解 为 


2a. ae” 


a 


= a O a oa 
Nan — 2 ae Oe, Qu : 
vale i}e Ear e. 
(5. 2. 37) 


这 样 ,用 多 凡 度 方法 求 得 Van der Pol 方程 (5.2.26) 的 摄 动 解 为 


z = acos(wot + 0a) + Ole) (5. 2. 38) 
这 是 -个 周期 解 . 因由 (5. 2. 37) 式 有 
lim a = 24a, (5. 2. 39) 


MAMG. 2. 37) 式 知 , 当 a<2a, 时 ,a 随 着 1 的 增加 而 增加 ; 当 
a> 2a. ft .a 随 着 上 的 增加 而 减 小 ,所 以 存在 一 个 半径 为 2a. 的 稳 
定 的 极限 环 . 这 是 只 由 Van der Pol 方程 的 低级 近似 得 到 的 . 


5.3 PLK(CPoincare-Lighthil-Kuo7) 方 法 


对 含 小 参数 的 非 线 性 常 微分 方程 ,如 Duffing 方程 
TI + abe 一 一 ep (5.3.1) 


D Kuo 是 指 郭 水 怀 . 
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的 求解 ,PLK JARRAIAK E 

T= ot (5.3. 2) 
共 中 心 是 Duffing 方程 非 线 性 振荡 的 圆 频 率 . 这 样 .Duffing 方程 
(5.3. 1) 化 为 


w? aa + abs =— efix’ (5. 3. 3) 
第 二 步 是 不 仪 将 x 作 报 动 展开 
z= ryt) + eX1(T) + (5. 3. 4) 
ij HE w 也 作 摄 动 展开 
w = w + ew, fo (5. 3. 5) 
这 样 ,将 (5. 3. 4) 式 和 (5. 3.5) 式 代入 方程 (5. 3. DB 
(wy 十 ew, + +) panes + ezi +) + a(x + Ory + 0) 
= -Eilr + ex, $+)? (5. 3. 6) 
由 此 求 得 其 零 级 近似 和 -级 近似 方程 分 别 为 
+ x =0 (5.3.7) 
和 
d'z 1 ee . 
AE Ta = gg aa 一 Br) (5. 3.8) 
显然 , 零 级 近似 方程 (5. 3.7)? 的 遂 解 为 
z, = acos, 0 =r + h = ua +O, (5.3.9) 
将 (5. 3.9) 式 代入 方程 (5. 3.8) 的 右 端 , 则 方程 (5. 3.8) 化 为 
da, 


de +z. 一 all 2a 0, 一 3 Bia] acosé -- + Bia‘cos38 | 


(5.3.10) 
从 上 式 看 到 .这 里 的 非 久 期 条 件 为 
2 ~ = fia’ =0 (5.3.11) 
由 此 求 得 w 的 -级 近似 为 
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_ 3a 


h = ea (5.3.12) 
而 县 方程 (5.3.10) 简 化 为 
a + z, 二 一 E a’cos3@ (5. 3.13) 
它 的 特 解 为 
< 一 aascos30 (5, 3. 14) 
3205 


所 以 ,用 PIK 方法 求 得 的 Duffing 方程 (5. 3.1) oH 


2 
z = ucos(wt + 4) 一 jf a*cos3 (wt + e) + Oe’) 
rAd 


(5.3.15) 
其 中 
sia 


w = ow, + e+ Ole?) (5. 3. 16) 


解 (5. 3. 15) 在 形式 三 实质 上 es 3. 24) 是 
一 致 的 .但 PLK 方法 明确 给 出 了 的 表达 式 . 

PLK 方法 也 可 以 用 来 求解 非 线 性 偏 微分 方程 . 例如 ,浅水 波 
的 KdV 方程 为 


On! _ + oh! j 7 
Sp esl UE Say oe +e% =0 {P= B08’| 
(5.3.17) 
首先 ,我 们 令 
=h H (5. 3.18) 
使 方程 (5. 3. 17) 化 为 
on | 3 197 , , oF” z 
a toll + gaet PaT? (5. 3.19) 
HR 3] DEAE A e Ae 
日 一 有 rr ~ wt (5. 3. 20) 


这 里 六 各 分 别 为 波 数 和 圆 频率 . 这 样 , 韭 线性 偏 微 分 方程 
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《5.3. 19) 就 化 成 了 下 列 非 线性 常 微分 方程 : 


(— w + keo) ae Sean 9 + pe 9 =0 (5.3.21) 
为 了 应 用 PLK 方法 求解 ,我 们 设 如 的 振幅 为 a, 而 选 小 参数 为 
e=ajH (5. 3. 22) 
因为 7 是 自由 面 的 相对 扰动 高 度 , 则 ”关于 的 摄 动 展开 写 为 
n= eq (0) 十 &9,(8) 十 … (5. 3. 23) 
lit. AE o 的 摄 动 展开 写 为 
w = olk) + eu, (k) + ew lk) 二" (5.3.24) 


(5.3. 2D AAG. 3. 24) 式 代 人 方程 (5. 3. 2DE 
(— wt keg — euh — Ew, — ++) Sen Fep r) 


3 d : 
+ Sheen + ep, ton) olen + h + 


3 
十 Bk} Seen Jeg bo) =0 (5. 3. 25) 
RW RIM. HRW ED BA 
d d’ 
(— wy + beg) A + jk’ TE = 0 (5.3.26) 
¢ d d’ d d 
= @, + Rey) a + Pk? JA =W] x Z koo E 
(5.3). 27) 
5 d 3 , a 3 
É o @ + Reg) a g + BR ie 
d}, dh, d7 dn | 


= wl de + az de ge A dé + ?2 da | (5.3.28) 


方程 (5. 3 26) 3+ 0) = ORB. FO 


因而 振动 解 要 求 
一 wo + key 


ae} (5. 3. 29) 
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由 此 求 得 圆 频率 o 的 零 级 近似 为 


w, = ke, 一 BR (5. 3. 30) 
同时 求 得 一 级 近似 方程 (5. 3. 26) BY 
9, = cos? (5.3.31) 
(5. 3. 30) 式 和 (5. 3. 31) 式 代 人 二 级 近似 方程 (5. 3. 27) 8 
p| = ra A =— w,sin? + Š kesin2ð (5.3.32) 
AERAR, K EEA MRA 
a = 0 (5. 3. 33) 


这 样 ,方程 (5. 3. 32) 简 化 为 


dp dz 3eo .. 3) 4 
aH + a q8 020 (5. 3. 34) 


它 的 特 解 为 


7, = BRE cos20 (5. 3. 35) 


(5. 3. 31) 式 、(5. 3. 33) 式 和 (5. 3. 35) 式 代 人 三 级 近似 方程 
(5. 3. 28) 得 到 


2 
Ga 


pel 5 $ Te E [w = ai sind + 35 3,8in30 
(5. 3.36) 
从 上 式 看 到 ,这 里 的 非 入 期 条 件 为 
3c? 
or = 了 大 (5. 3. 37) 


且 方 程 (5. 3.304938 


= sin3é@ (5, 3. 38) 


它 的 特 解 为 
J = ae cos3¢ (5. 3. 39) 


这 样 ,我 们 用 PLK 方法 求 得 了 浅水 波 KdV 方程 (5. 3. 17) 的 摄 动 
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解 为 
(d 
b= = eosl + - 


nescos20 十 ;¢'cos30 + Ofe') 


F a Sak 
(5, 3.40) 
注意 Re 


G 3 
A! = acos@ + ggj 60828 +z EGR Seas3é + Ole) 


ar 
(5. 3.41) 
而 圆 频 率 为 
w= Rey 一 -~ Pk? + + ibe + Ole ) 
i. 
= kcl 1 一 kH? + aa t+ Ole) (5.3.42) 


ERRA: FE ERK AS A LRT BO BT 
振幅 . 


5.4 平均 值 方法 


平均 值 方法 与 多 尺度 方法 及 PLK 方法 不 同 , 它 在 形式 上 并 不 
把 问题 的 解 对 小 参数 e 作 报 动 展开 ,而 是 采取 求 平均 的 方法 获得 慢 
变 振 幅 和 初 相位 的 变化 规律 . noes Duffing 方程 为 例 来 说 明 . 

平均 值 方法 的 第 一 geet A =y: MH Duffing 方程 (5. 3. 1) 
写 为 下 列 方程 组 的 形式 : 


(5.4.19 
REATARENNIGKR. 平均 信 方 法 的 第 二 步 是 在 s=0 的 条 


件 下 求 出 方程 组 的 解 . 对 方程 组 (5. 4.1) 而 言 , 它 的 解 为 
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E = acos Cant + Q) 

i (5.4.2) 
y =— aasin Cwot + Oy) 
其 中 a 和 9, 分别 是 据 帆 和 初 相 位 . 尘 均 值 方 法 的 第 三 应 用 常 


数 变易 法 ,将 e=0 时 解 的 两 个 任意 常数 4 和 名 oo ! 的 
慢 变 明 数 ,而 将 HOM HMA A 
Jf = a(t}cos[Lwot + O(t)] 
ly =— matt)sin[wyt + (2) ] 
然后 代 人 方程 组 并 在 一 个 周期 内 求 平 均 去 确定 a 和 ae). 
《5.4.3) 式 代 人 方程 组 (5. 4. 1) 得 到 


(3.4. 3) 


decos lwg tH) —a do intatt 0,) 一 0 


dz 
— SB sin (wt +8.) —a 人 cos (cot 十 成 ) 一 一 6 me “Cwot +4) 
(5.4.4) 
EDE GE aS we a EET 
a =E Bea cos (at + @)sin(a@et + 8,) 
d _ (fi cos* (at + P,)cos (at + 0,) pas 


内 此 已 明显 看 出 : a ani E ak aes 


右 端 是 周期 为 T= 到 的 正 余弦 函 数 ,这样 , 将 (5， 4. 5) 式 在 一 个 周 


期 内 求 平均 ,其 变化 也 是 很 小 的 , 取 平 均 时 , 右 端的 a 和 6, 均 视 为 
常数 ,从 而 得 到 


da __ 1 da, __ 
fae i [ae ge i 5. 4, 6) 
dt 


因此 有 
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a= HH, o= ato (5.4.7) 
市 Duffing 方程 的 解 ((5. 4.3) 的 第 - 式 ) 吕 以 改写 为 
x = acos(wt +H O) (5. 4.8) 
其 中 
w = wo + «Se (5.4.9) 


这 与 多 尺度 方法 和 PLK 方法 的 分 析 实 际 上 是 - 致 的 . 
5.5 KBM(Krylov-Bogoliuboy-Mitropolski) 方 法 


平均 值 方 法 在 形式 上 没有 将 z 展 为 上 的 震级 数 , 为 了 改变 这 
个 缺陷 ,在 平均 值 方法 的 基础 上 又 建立 了 一 个 KBM 方法 . 
我 们 仍 以 Puffing 方程 为 例 来 说 明 . KBM 方法 的 第 … 步 是 将 
方程 的 解 设 为 
x = ucos + €2,(a,49) + &2,(a,8) + o (5.5.1) 
BP rla Dra D BEEF 6 HUA 2x 为 周期 的 周期 函数 . 


其 第 二 步 是 认为 零 级 近似 的 振幅 MAY Lt OE AY A 


dIE a 的 函数 ,昌都 可 以 展 为 的 下 列 等 级 数 ， 


da D eA, (a) + EA) + are 


= w, + eola) + ew la) + + (5.5.3) 


(5. 5. 2) 式 表明 至 是 慢 变 的 ,(5. 5. DRAN AERE BE 
零 级 近似 是 线性 振动 的 圆 频率, 一线 以 上 的 国 频 率 均 与 w 有关. 


根据 (5. 5.2) 虚 和 (5. 5.3) 式 ,我 们 很 易 得 到 


da _ dA , dA, da p4 dA, g 
ae ag ea ae dae 


(5.5. 4) 


, de, \da_ , day, 
em em tla Gg O 


《5.5.1) 式 代 人 Duffing 方程 (5. 3. DA 
Sa (acosd + ex, (a,8) + +] + wilacosd + ex, lad) + +] 


=— ef'Lacosé + ex ta, + + J (5. 5. 6) 
但 对 于 任 一 关于 a 和 8 的 函数 g(a,9) ,应 用 复合 函数 求 导 的 法 则 


dls ap das ad f 
dt © 3a de oe de (HS 


de _{da\* 4 4 gfe d Fg | {dd 
ve \ dt dt dt 0200 i | ag? 
d d’é g 
ptz% 0 9 (5. 5. 8) 
这 样 就 有 


d cacos) 一 一 wasind + elAcosh 一 wasin) + Ole) 
(5.5.9) 


2 
$5 (acos8) 一 一 wracos? + €(2w,w,acosé + 2aA sing) + Ole) 


(5.5. 10) 
dz; Ox. Ox; Ox; 2 - ude 
dE = oy, S jefo = + A, 52] + Ove) Gi = 1,200) 

(5.5.11) 

dx er Ox 
ae =a ag :+ e zone, BE ae + 2A, za <5) 
+ OC’) (i= 1,2,) (5.5.12) 
所 以 ,方程 (5. 5.6) 化 为 
[- wacosé 一 el 2w,w,acosé + 2wa, A sinf 一 e = ey + Oe | 
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+ ok lacosh + ex, fee) =— eBi Cr, + ex, + e) 


13) 


(5.5. 
注意 ,方程 (5. 5.13) 的 左 端 e 的 系数 已 化 为 零 ,因而 它 的 一 级 近 
似 方程 为 
ee Fz = 去 [| LW), 一 S fia’ | acosð 


+ 2a,A,sin€ 一 - J Aiacos 38 | (5. 5. 


显然 ,这 里 的 非 久 期 条 件 为 


A, 一 0， w = Be (5.5. 
这 样 ,方程 (5. 5. 14) 简 化 为 
a + x, = 一 人 cos30 (5.5. 
它 的 特 解 为 
a5 ze cos36 (5.5. 
所 以 .用 KBM 方法 求 得 的 Duffing 方程 (5. 3.1) 的 摄 动 解 为 
x = acos + z i iacos30 + O) (5.5. 
ere EEE 
da = Ole) (5. 5. 
T may te + OC) 6.5 
内 而 近似 有 
4 二 常数 (50:5: 
0 = CE | +0) (5.5. 


这 些 与 其 他 几 种 奇异 摄 动 法 的 分 析 结 果 相 似 . 
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14) 


15) 


16) 


17> 


18) 


19) 


5. 5. 20) 


21) 


22) 


5.6 约 化 振动 法 


约 化 摄 动 法 是 在 PLK 方法 的 基础 上 发 展 起 来 的 -种 报 动 方 
法 . 其 目的 昆 化 复杂 的 非 线 性 方程 或 方程 组 为 比较 简单 的 且 可 淮 
确 求 解 的 非 线 性 演化 方程 . 这 些 方程 包含 Burgers Hf, KdV 方 
程 , mKdV 方程 和 非 线 性 Schrodinger 方程 等 .这 些 方 穆 的 准确 解 
将 在 第 6 章 中 给 出 . 

约 化 摄 动 法 常用 于 求解 非 线性 波动 ,其 应 用 条 件 是 长 波 近似 ， 
即 工 方向 上 的 波 数 生 满足 

R<1 (5. 6.1) 
这 就 是 通常 所 说 的 弱 非 线性 条 件 . 

约 化 摄 动 法 的 第 一 步 是 作 所 谓 GM 变换 ,第 二 步 再 作 摄 动 展 
开 , 然 后 再 化 复杂 的 非 线 性 方程 或 方程 组 为 简单 的 非 线性 方程 . 

1. GM (Gardner-Morikawa) $ #& 

在 长 波 条 件 (5. 6.1) 下 , 非 线性 波 的 演变 是 慢 安 的 . 但 不 同 的 
非 线性 波动 受 不 同 的 物 埋 规律 控制 , 频 散 关系 不 同 , 因 而 慢 变 的 空 
fi) .时 间 尺 度 也 不 同 . 设 es 为 一 无 有 量 纲 的 小 参数 ( 它 通 常 为 无 项 纲 
振幅 ), 则 通常 的 GM 变换 的 形式 为 

ESe(r—ct), t= ei (5. 6.2) 
其 中 af Mc HAR. (5.6. DAR KHER TU c 为 速度 
的 移动 坐标 ， 

为 了 说 明 GM 变换 .我 们 以 在 (1. 2.6) 式 中 已 标记 过 的 KdV 

方程 为 例 来 说 明 . KAV 方程 为 


By ME B55 = 0 (5. 6.3) 
在 长 波 近似 下 ,其 最 低 阶 的 近似 为 线性 KdV 方程 : 
3 
PETERT E = 0 (5.6.4) 


应 用 正 交 模 方 法 , 设 


u = AÏ, O= kr — at (5. 6. 5) 
RAW BG. 6. 4) 求 得 频 散 关系 为 
w = kc — BR (5.6.6) 
在 长 波 条 件 下 , 波 数 坟 通常 可 以 写 为 
k= ek, (5. 6.7) 


HP k =O) a 待定 . 这 样 , 相 位 函数 为 

8 = kx — wt = hy [e*(x — ct) ] + PRICE) (5.6.8) 
也 此 便 知 ,在 长 波 近 和 似 下 , 慢 变 的 空间 尺度 和 时 间 尺 麻 的 合适 关系 
为 


E= elr — ce), t=e% (5.6.9) 

这 里 a 还 有 待 确定 . 因为 (5. 6. 6) 式 是 在 线性 条 件 下 得 到 的 ,在 非 
线性 条 件 下 ,c 可 以 表 为 

c = cy + Ec + OE) (5. 6,10) 


因而 (5. 6.6) 式 可 以 改写 为 
w = ke [eco 十 sc 一 和 is) 十 ON)] (5.6.11) 
这 样 ,只 有 取 2a—1=0, R) 


a = 1/2 (5.6.12) 
才能 保证 c, 与 6 好 同 量 级 . 这 样 , 便 确定 了 在 长 波 近似 下 ,KdV 方 
程 的 GM 变换 为 
&= el? (x — ect), r= et (5. 6.13) 
类 似 ( 参 见习 题 7. 2), 我 们 可 求 得 其 他 方程 的 GM 变换 .如 
Burgers 方程 : &=e(x—ct), t= et (5. 6.14) 
mKdV 方程 : F=er—ct), rH ee (5. 6.15) 
非 线 性 Schrödinger 77 
&F=ex—c,t), t= et (5. 6.16) 
在 (5. 6. 16) 式 中 cs 表 群 速度 . 
2. 约 化 摄 动 法 


为 了 说 明 约 化 摄 动 法 ,我 们 来 举 两 个 例子 . 
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fi 1 浅水 波 的 Boussinesg 方程 组 


ġ 

Ou Ou Oh 1 Bh 

AaS Dii + at ara 
Jan (5. 6.17) 
Stes Tt Ast = 0 


( 见 们 .2.15) 式 ). 我 科 应 用 约 化 摄 动 法 将 方程 组 (5.6. LTE Al 
以 准确 求解 的 浅水 波 的 KdV 方程 (5.3.17) 或 (1].2.6) 


第 一 步 , 作 GM 变换 , 即 利用 (5. 6.13) 式 .在 此 变换 下 必 有 
ð -mo ana T 9 
:二 一 EE ete see gE 


z S: ae 56.18) 
(5.6. IDERA BAG. 6.174 


(du w w, dA. Hi, dh dh) _ 
© Se 6 aee aE aie ee ga te 5] =O 
a 


Ou 
ae th age = 0 


(5. 6.19) 
第 二 和 步 , 对 & 和 上 作 摄 动 展开 . B EK u= ORERE H, A 
此 , 摄 动 展开 应 为 


t = H + eh, + èh, + ee 


i (5. 6. 20) 
u = Eu, + EU, 十，…， 


《5.6.20) 式 代 人 方程 组 (5.6. 19) ,得 到 其 一 级 近似 和 二 级 近似 广 
程 组 分 别 为 


a oh, 
ag + oe =° (5.6. 21) 
~My SH > 
© BE OF | 
Ou, Ou h: l 。 Əh, aa 
Or ae Hu ge +e get 3H ae = 0 
dh, dha Si du, 
Or i ae Hh Be 


a T’ 


-级 近似 方程 组 (5. 6. 21) 的 两 个 方程 分 别 对 积分 ,并 取 积 分 常 
RAS MBB 


cu, = għ, ch, = Hu, (5. 6. 23) 
山 此 有 
c= gH = G (5.6. 24) 
6. 23) sh AICS. 6. 249 REAR ati 6.22), 48 Bl 
co Oh, Ou, chp Oh, Oh, woh _ 
“ge come tH hy Se +e SE + 3 ego ae 
Əh, Oh, co, Oy a, d Ou; 
= co ae + yh oe tHh ae + HS =e 
(5.6.25) 


方程 组 (5.6. 25) 的 第 一 式 乘 以 五 /co( 即 乘 以 coyg) ,并 与 第 二 式 相 
加 , 则 得 


3co , Oh, 
2 ah Wyd loH? aes = 0 (5. 6. 26) 
或 
oh 3 OA 
a + ato, a ae 十 Lett Ber = 9 (5.6. 27) 
这 就 是 KdV 方程 . 
若 利 用 (5. 6.18) 式 ,将 r,$ 还 原 为 ,z+, 即 利用 
ə Ba O_o 
Be la teas) ae EBC. 6. 28) 
则 方程 (5. 6. 27) 化 为 
dh, i 3 d Oye 1 FA 
a KaL aH | ag t eo aa +0 (5. 6. 29) 
注意 (5. 6. 20) 式 , 若 令 
ER =h-H=h' (5. 6. 30) 
则 方程 (5. 6. on 
OA! Oh’ oR! i z) 
Stool + | ge +A ger —0 (P= iek 
5 F: 


(5. 6. 31) 
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这 就 是 浅水 波 的 KdV 方程 ， 
Bl 2 淮 地 转 位 涡 度 方 程 


i 9 ə ə) 
Pag Pag Veg ne 


(5. 6. 32) 


CHOL ITDA) FB usv Mg SBC. 2. 28) KAI. 2. 29). 


ig : er i OE OF 
u= uly) tu, v= v, W= ay? ue 
(5. 6. 33) 
则 方程 (5.6. 32) 可 以 化 为 
io 0 T 32 oy ay = ‘ Ope 
s +s Vig’ — BS + By = TD) 
(5. 6. 34) 
其 中 
B=p,— oe (5. 6. 35) 
yY 
而 
a 2 OA OB _ OA OB E 
J(A,B) = 5- By 7 By Ox (5. 6. 36) 
为 Jacobi A F. 
设 方程 (5. 6. 34) 的 边界 条 件 为 
Wa =O, eli Sn (5. 6. 37) 
我 们 应 用 约 化 摄 动 法 ,可 以 将 方程 组 (5,6.34) 化 为 KdV 方程 . 


ae er —- et), t= EN y=y 


EER FOHA 


(5. 6. 38) 


ə = et 9 ele pei ə = el? a ə = 9 
OL ör aE Br f 36 dy dy 


(5.6. 39) 式 代入 方程 (5.6. 3404 


(5. 6. 39) 
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[es - + —e) = |[« Sf +8 ele les -e flv +B, Se 


__ fof aj oy P a oe 
= BE Syl © ae + Bar| By LEE 十 By i] 
(5.6.40) 
它 即 是 
Ər By i aa 
S| oe nas (By + ROP |+ [al eo xg | 
F > oF 
+ (# —- ¢) ais te 2E, 


-Wo W ay) ay aw yy 
j oF Fay dy 3& | 


of Oy 8y Əy! 
(5.6. 41) 
BO Oa OER HR. 
p = eb, + eg, 十 … (5. 6.42) 
(5. 6. 42) 式 代入 方程 (5. 6. 41) ,得 到 其 -级 近似 和 …. 级 近似 方程 
分 别 为 


[ee 3 Sods |= 0 (5.6.43) 
和 
FLT- o 59 + B+ Xow ]=— [ESA we] 


ac) OH] [W Fh a MH | 
+ Gi o SF | ae Sy oy sea) CBO) 
对 于 一 级 近似 方程 (5. 6. 43), 设 解 
hi = ADG) (5.6.45) 
FR Cy) EK AM. (5. 6. 45) 式 代 人 方程 (5. 6. 43) 有 
[a-o AEE zoc |S =0 (5.6.46) 


SZ AO, AUG. 6. 46) 式 化 为 


150 


(i — c) i + (B, + NDG = 0 (5, 6. 47) 

注意 (5. 6. 37) 式 和 (5. 6.45) 式 ,有 
Gl- = 0, Gl,-., =0 (5. 6. 48) 
E uc 时 ,合并 (5. 6.47) 式 和 (5. 6. 48) 式 ,得 到 下 列 本 征 值 问题 ;: 


(5. 6. 49) 

G] » = 0, GI, yy 0 

其 中 
fom 
Bo A + dc 

ee et eS ey (5. 6. 50) 

u E ti EC 
对 于 本 征 值 问题 (5. 6. 49), HE OHA E, WIREATAAA 
ERR 例如 , 当 元 (y) 一 常数 时 ,Q(y) 一 名 二 全 一 常数 , 则 由 本 征 
“i e — P/E X 开工 as wie - 
值 问题 (5. 6. 49) c= OE (PE a2, | 和 


Gy) =sind(y—y,).c 的 公式 就 是 一 0 时 的 Rossby AH. 

4 G(y) 被 确定 ,在 (5.6.45) 式 中 就 只 有 AL OF RRHE 
了 ,显然 , 它 只 有 从 二 级 近似 方程 (5. 6, 44) 中 被 确定 . (5. 6. 45) 式 
代入 二 级 近似 方程 (5. 6. 44) ,得 到 


ar. i dG 
a| a-e = Bk zoh |= aller: Aa ss 
= aA dG dG dG 
+ (二 一 oOG F] (55 Ti BE a? 
(5.6.57) 
Gaam dG z 2 
(5. 6. 51) 式 两 边 同 除 以 x 一 ,并 注意 de 一 - QG, RÄ 
ə 2 oA 
alae pt W | = —€ ee Or 
1 idG dG ete g 
+o | ee 7A = Ge of (5. 6. 52) 
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(5.6. 5D RPL G, IE y Moan Bll ye BSP 


3 Ody Q +X iBA 
zl ke moe lay =; |” ee OO! Be 
[PC Wee. doi ,134 7 joa 
F is u —- 让 dy dy dy ldy jA a tee dy | aE 
(5. 6.53) 
{B (5. 6. 53) A Æ m A H GS. 6. 48) 式 有 
9 Ye | Op, | OI. Of p, 3) ， 
aé pelas + Qjdy — z | Slo By h a5) 
LG, x 
+z 上 AE D + AG} dy = 0 (5. 6. 54) 
这 样 ,(5. 6. Re KdV 方程 
A 4 oA Sh + pS = 0 (5. 6.55) 
其 中 
e= jlo @=LA, (5. 6. 56) 
而 
二 [("Qt% a [Peay 
1, = ie —“Gidy. I= J;e dy 
a G IdGdG ,dG 
H i f 元 三 | dd G ay | 47 
; _ fe GodjidGi, fF _G dQ, 
be Ps dyl a dy | 192 |. u— ce dyi 
(5. 6.57) 
ATE RW. AER 
Ẹ = elr — ct). t= et, yoy (5.6.58) 
则 方程 (5.6.34) 的 三 级 近似 串 化 为 mKdV 方程 . 若 作 变换 
E—elr— it), tHe’t, y=y (5. 6. 59) 


则 方程 65.6.34) 的 二 级 近似 可 化 为 非 线 性 Schrödinger 方程 . 
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5.7 BARRA 


FER BUR SPIES RAT ZE 20 世纪 70 ERES ROR ies IEA HE 
RAN — PA. RARE OF RA OW A. 我 们 坛 举 一 


PRA. 
41 浅水 波 的 Boussinesq 方程 组 
即 方程 组 (5. 6.17). 医 级 数 展开 法 的 第 一 步 是 令 
A=H+h, u=i' 
则 方程 组 (5. 6. ne 


, Ou' oh sea a a 
M Se an 18 + ae 
t 
a + 2! oO HÌ C gpx “= 
其 第 二 步 是 今 


u! =u lE), h h(t, Esaret 
相应 有 
a d a d 
x ‘dé’ Ox dé 
这 样 ,方程 组 (5. 7. ee 


| ca! -ed aE ae oe + tut Ge =o 


nous (H+ hy =o 
(6.7. 5) 的 第 二 起 可 以 改写 为 
dh pd dh 
‘qd dE 
把 它 对 上 积分 -次 ,有 双 积分 常数 为 零 ; 求 得 
rh 
-HARK 
《5.7.7) 式 代入 (5, 7.5) 的 第 -- 式 ,得 到 


u 


(5. 


(5: 


.1) 


.2) 


.3) 


7.4) 


+5) 


-§) 


deh! dhl : 
qe + Fh) Gz = 0 (5.7.8) 
其 中 
pe = Soe H’ k 
ro’) = 22/1 een ae (5.7.9) 
E A! AV AE SE Pw PR. 
SP RRA KH) ,将 (Ch') 作 塞 级 数 展开 有 
FQ!) = E AE = i 1 — 3e + 6e +00) | 
= g c? \ 3c? 6c? 2 3 
vale «alt ane eH! + OCe >] 
(5.7. 10) 
其 中 
e=h'/H <1 (5.7.11) 


若 下 (的 级 数 展开 式 (5.7.10) 只 取 第 -- 项 , 则 方程 (5.7.8) 
化 为 


deh’ 3 2 | dh’ 
dé F (1 = dé =0 (ci =gH) (5.7.12) 
这 是 线性 方程 .考虑 =r c WS 
38 11 =<) a» 
Fal 1 c | = $" (5.7. 13) 


其 中 天 为 波 数 . 这 样 ,方程 45. 7. 12) 表 征 线性 波动 .并 让 (5.7. 13) 
式 求 得 线性 波 速 满足 


Der ce — fy — lpp ve 
e = — pr = ill RH + | (5.7.14) 
1 
3 
而 二 下 方向 的 线性 波 速 为 
Co Bi oly ,| 
c= = = (1 LH? + | (5.7. 15) 
vit ee 


车 开 (A) 的 级 数 展 开 式 (5.7.10) 取 到 第 二 项 , 则 方程 (5.7 
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化 为 


ge + 7 | oa) ae + ah Fe 
这 是 KdV 方 A BA. ACS. 7. 4) AR E Hh lel y 
Fi z ME KAV 方程 ， 
若 天 (入 ) 的 级 数 展开 式 (5.7.10) 取 双 第 -项 , 则 方程 (5.7.8) 
化 为 


上 一 0 (5.7.16) 


dA 3g | c? | da’ , dh’ 18,,, dk 
JE + He | aide t et Ge e 
(5.7.17) 


这 是 混合 的 KdV-mKdYV A EGRI Gardner 方程 ,见习 题 6. 32) 
所 对 应 的 常 微分 方程 ， 
例 2 正 压 水 平 巨 辐 散 的 Rossby 波 方程 组 


ə 

Ne 

[Steele + Sov = 0 nik 
5.7. 

du wo i 

Or Oy 


首先 我 们 要 注意 的 是 :车 将 方程 组 (5. 7.19) -AREO RER 
程 ) 中 的 zx 取 为 常数 ), 则 得 到 线性 无 贺 散 的 涡 度 方程 


3 ti =| a + Bw =O (5.7.19) 


GB 
u = Ae’ «9 (5. 7. 20) 
RY A kw 分 别 为 振幅 、 波 数 和 圆 频率 . (5. 7. 20) 式 代入 方程 
7. 19), 求 得 
w = ku — BP/k (5.7.21) 
这 就 是 经 典 的 线性 Rossby 波 的 圆 频率 . 
现在 我 们 用 攻 级 数 解法 求解 非 线性 方程 组 (5.7. 18). 
第 一 步 , 令 
wsatu’, v= (5.7. 22) 
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则 方程 组 (5.7.18) 化 为 
Ta ,B18 to 
[$+ + u) A + Bw = 0 


ou’ Out 
Or Oy 9 
HS 
w = uO, v =v lO), O= ke tly - wt 
(5. 7, 24) 
相应 有 
SO d 9,4 3_,d dE 
aon lgi a, = 8 aa By ag (5. 7. 25) 
这 样 , 方 程 组 (5. 7. 23) 化 为 
TE w+ ku + ku') a + fv’ = 0 
i (5. 7. 26) 
k z qe y=0 
方程 组 (5.7. ee cn 2 积分 -次 , 取 积 分 常数 为 零 . 求 得 
ku 二 iv = 0 (5.7.27) 
(5.7. 27) 式 代 人 (5.7. cee 一 式 ,得 到 
ae Fo'i = 0 (5.7. 28) 
JEP 
2 Ba Bo 
F(v') =— > 4 ie — nn. 
全 ho)|1+ p 
(5.7. 29) 
fe v AY FFER FE A. 


第 : 步 是 考虑 弱 非 线性 情况 (to E w- kul) EF EER 
数 展开 有 


neag S io Soe Acide ie hae 
FO") iow! n— kut Co — hay | 


(5. 7. 30) 
156 


HF) MRR BARS. 7. 30) 只 取 第 一 项 , 则 方程 
(5.7. 28) 化 为 


dêr" Bs è ar 
we tle ml -° (5.7.31) 
这 是 线性 方程 . GS 
= 一 54 
Zo — kuj ~! (5. 7.32) 


则 得 到 (5.7. 21) 式 ， 
车 (wv) 的 级 数 展 开 式 (5. 7, 30) 到 到 第 二 项 , 则 方程 
(5.7. 28) 化 为 


diy -e t Bl n EA pune 
qd ha eee OS) 
上 式 对 98 微 商 一 次 , 求 得 
d'u Be dv’ , 2B od , du! 


d RA) 0 koa ae 0 OD 


这 是 KdV 方程 所 对 应 的 常 微分 方程 , 它 与 (5.7.16) 式 是 相似 的 . 
车 (vw') 的 级 数 展开 式 (5. 7. 30) 取 到 第 三 项 , 则 方程 
(5.7. 28) 化 为 


dy! Bo i Bol ey eee o Bt 
ia OSRD TRO- kOl k a 


(5.7.35) 


3—0 


上 式 对 8 微 商 - 一 次 , 求 得 
dv Bo dv 2Bol yd 
dë k(w— ki) dd k(w— ku) dé 
3A 12 do’ on 
ko — kuy db 
与 (5. 7. 17) 式 相似 ,这 是 混合 的 KdV-mKdYV 方程 (Gardncr 方程 ) 
所 对 应 的 党 微分 方程 


下 面 ,我 们 求解 方程 (5. 7. 33). 以 2 a RCS. 7. 33) 式 ,并 对 2 
积分 .次 ,得 到 


(5.7. 36) 
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ide! | k Po '2 2But i a : 
| a) T Eo kD” + Mo mn” —4 
(5. 7. 37) 
其 中 4 为 积分 常数 . 
(5.7, 37) 式 不 难 改写 为 
i dv’ 3 E 2B i 
ka =- ga py” (5. 7. 38) 
其 中 
Ew) mgt — 3S Kk m kuys iR (5.7. 39) 
| 3h wh) 
是 的 三 次 多 项 式 ,B 一 一 2A. 
2P 


BF we B=YPREMS A nsu, Mv A yOu ows 
v0, BRA 
3(w — ku) 

2” (5.7. 40) 
vvs + VV; F Vu = 0, wut, =— B 


4 i> 0 时 ,方程 (5.7.38) 就 是 方程 (2.7. 183). W H (2. 3. 185) Ñ 


求 得 
oe nd Bol (oy ay v) 
vi =u, + (CW — v,)en’ A eklo — kan)? @ (5.7.41) 


‘ERA Rossby 波 的 椭圆 余弦 波 解 , 其 模 数 m 满足 


EREE & 


m = 局 一 (5.7. 42) 
Vy 一 Vy 
Hy (5. 7.41) RA), Pe A aH IK AY FAK E A a A 
a = VU; — V (5.7.43) 
和 
Lat 4 eK) (5.7.44) 
其 中 
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mi? 1 1 1 
TEE E | BERE EEN 
© W] msing ? i i 


为 第 一 类 Legendre 完全 椭圆 积分 . 
车 取 工 二 2x/8, 则 (5.7.44) 式 化 为 


Fe 


Nr (5.7. 46) 


因而 
L pp — Boley — vn? en At 
(w — ki)? = EK? Um) (5.7.47) 
(5.7. 40) 的 第 一 式 与 (5,7. 47) 式 结合 求 得 
wo — wg — 2 和 Uv | (5.7.48) 


È : 4K? On) ` u + Ue F vi 
这 是 普遍 的 非 线性 Rossby 波 圆 频率 的 公式 . 由 此 公式 看 到 , 圆 频 
RRL RRMA AK. WH SRE a= u HK. 

4 m0 时 ,a 0(v v2 >0) ,KCm) 王 亡 , 则 (5. 7. 48) 式 化 为 
w — ku =— Po/ (5.7.49) 


这 就 是 (5. 7. 21) 式 . 
当 m—1 时 ,vs->v3, 则 (5.7.41) 式 化 为 


ov, — vz) 


v =v. + (vu, — vsech? 0 (5.7.50) 


klw ~- ku)? 
ERA Rossby 孤立 波 .但 由 (5.7.40) 式 ， 
v + 24, = Bate. v,(2u, +e.) = 0, vut =—B 
(5.7.51) 
因而 
_ wa ka _ wo — kt Ba |e eet 
Y= “oP? 2 = Uy = 7? = | | 
(5. 7,32) 
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这 样 ,(5.7.50) 式 化 为 


ku 3w kE) oe | e 
meg 2 S AO Ako- kn) 
(5.7. 53) 
其 振幅 与 波 觉 分 别 为 
_ 3(wC— ku) z 
a=— (5. 7. 54) 
和 
1 f akw kT) [Bla = 
dag y a aaa. n 
AGS. 7. 54) 30.3878 Rossby 孤立 波 的 圆 频率 为 
w= ka — 28 (5. 7. 56) 


相应 Rossby 孤立 波 的 速度 为 
2la 


c= woku oy (5. 7. 57) 
上 成 表明 ; 振幅 越 大 和 波 越 宽 的 Rossby 孤立 波 的 速度 越 小 ,其 至 
为 负 值 ,这 很 像 人 大气 中 的 阳 塞 系统 . 而 是 ,此 时 (5.7,53) 式 9 吕 改 写 为 
faa 
v = 22 + asech? Pg (5. 7. 58) 
例 3 非 线 性 重力 内 波 的 方程 组 
Ou ou 1 op 
ao aT pee 
ww oe 1 op Pp 
ab Be m Ep 
4 (5.7. 59) 
au, dw _ 
Ox Oz 
on’ op! NE 
An tu ae g Pow = 0 


我 们 用 震级 数 展开 法 求解 方程 组 (5,.7. 59)， 
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第 -- 步 , 令 
J u = ulf), w =w), p = p(s). 


$ (5.7.6 
wip = TO), 8 — kr nz— at, BRAN 
相应 有 
ə d ə d ə d 
BR Be ae? Be ag: CT SD 
这 样 ,方程 组 (5.7. 59) 化 为 
dz Ae dp 
| (一 “十 如) F = at de 
i (= w + ku) 可 oe 5n - gi 
| F F i (5.7.62) 
u W 
k i t” dg = 0 
dH ONE 
SR A Cm 
方程 组 (5. 7. 62) 的 第 三 式 对 8 积分 一 次 , 取 要 分 常数 为 零 , 求 得 
ku + nw = 0 (5.7. 63) 


方程 组 (5.7.62) 的 头 两 式 消 去 pA 
© w+ koin $ — k SE) = kgl (5.7. 64) 


(5. 7. 64) 式 利用 (5.7. 63) 式 消去 w. C5. 7. 62) 的 第 四 式 也 利用 
(5.7. 63) 式 消去 也 ,得 到 
W = FuN), a = Cll) (5. 7. 65) 
其 中 
| kng kngll 
| Q +n w + ku) — wt +| 1 E 
: | 
. 7 EN? RN 
Glu, H) = ENE a saa z kuj 
(5. 7. 66) 
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第 二 步 , 考 虑 弱 非 线性 的 情况 (tx< lol) EF ORIG PE ERK 
展开 有 


kg | 上 
F = D E yl + ape nit +i 
INES (5.7.67) 
G = Wuji + Su + Ete | 


#FAG 的 级 数 展开 式 (5.7.67): 只 取 第 :项 , 则 方程 
组 (5.7.65) 化 为 


du _ kng di kN* TA 
q = ote bate dg eat (5. 7. 68) 
由 此 求 得 
dèu EN? 
JE t mR Fn” T (5.7.69) 
这 是 线性 方程 ， ,着 取 zz 一 1, 求 得 
RN? E 
W. 一 EtA (5.7.70) 
这 是 线性 重力 内 波 的 频率 方程 . 


基尼 和 CC 的 级 数 展 开 式 45.7.67)? 取 到 第 项 为 I 上, 则 方程 组 


(5.7- 65) 化 为 
idu _ kng king 


G =ne i Fea 
(5.7.71) 
IdE kN? n RN? ， 
id? wen” agn 
注意 ,由 方程 组 (5. 7. 65) 有 
dH G (B+ nN? u 
du T F i gn H (5. va 72) 


积分 上 式 , 得 到 


2 2 MT? 
m+ CN = A (5. 7. 73) 


其 中 4 是 积分 常数 . 
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RRAS.7.TBK OARS. 77K #E R HE 
次 项 ,得 到 
dx EN’? 3N? č Ragin 
ae oF Ea + mn a Eee — 
(5. 7. 74) 


EAN 0 RK , 求 得 
d'u RN? du 6k N? 


dui 


dë T Wlk? +n?) dé wR? 
这 是 KdV 方程 所 对 应 的 常 微分 方程 


可 OR 5 


dx 


Fe“ 


dz? a 2| Z 1| 


提示 : 令 e 王 只 作为 小 参数 | 


tt 
~ 


es 


eu 


oe? 


a8 (5. 7. 75) 


用 多 尺度 方法 求解 Van der Pol 方程 


wr 0 


用 多 尺度 方法 求解 Van der Pol ae 


ya) 


用 PLK 方法 求解 非 线性 Klein-Gordon 方程 


2 
cH + au Bu = 0 (a,8 > 0) 


(提示 ; S64 g 一 xb) ,8 二 kx 一 wt 后 再 做 ) 


用 平均 值 方法 求解 


2 
oz z t ez = 


chara? 


用 KBM 方法 求解 
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Cz ke = sheds? (hk = RO 


de 
5.6 用 约 化 摄 动 法 化 下 列 离 子 声波 方程 为 KdV 方程 . 
jz + SY =o 
(Be -n 


Hem: 令 Ese (xt) r= t, A 
fn = 1 + en, + en + e 
| = ev, + uy + ov 
$ = ed, + Ep, +e 
I E (ER T AE AL E A 
n= 多 


Be oe CAR =H) 


下 - 阶 近 似 满足 
ròn, On, Ors One") 


jor ae T Bg tT eR = 9 
Jeu Qu: | ao _ Æ 
ar Ok gT a 
2: : f 
[So = 8 + 4H — 2, 


最 后 得 到 


on, On, o 1 On, _ 
Ort" Bet 7 ae 7? 


"3.7 ”用 约 化 摄 动 法 化 下 询 一 维 浅水 波 方 程 


on 3 
H 3 
Əh Oh Oh i Oe Ov | 
we ta, tes tals 5] =0 
为 二 维 KdV 方程 . 
= D 
e a Ta 
Ə i of 
Oo + gh + + (9,6)? — 2 Ey 
hth 0 
TEER 
E = (xr — ea), t= t, y= ey 
并 和 作 摄 动 展开 
h= H + eh + eh, 
$ = E? (h, + ef, + 
有 c= 二 co== Vegi 
Of, Æ | 3/O4,)? 1 3% Og; 
sel? d t a at) +3 salt oy? 一 
5.8 证 明 (5.7.28) 式 可 以 化 为 
区 -外 -号 
da ki iu! 
1+ oe! 


乘 以 2 9 并 对 0 积分 一 次 ,得 

M 328), Wha fi 

(a) ae i Inf + 5 yz} +4 
其 中 A 为 积分 常数 . 

将 in| 14+ 572] te Taylor 展开 , 证明 结果 与 展开 
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Fo!) 的 结果 相似 ， 
5.9 求解 方程 (5.7.74). 
5.10 用 矢 级 数 展 开 法 求解 非 线性 惯 件 内 波 的 下 列 方程 组 


Ou Ou ae 
[tu fuso 


Btu + fu =o 


ER: > 
u =u), v=v0), 0 = kr — at 
方程 组 可 化 为 
“= — a+ ha’ = Flav) 
= — fe ku“ = Gav) 
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第 6 章 17 波 解 


求 行 波 解 不 但 是 求解 线性 偏 微分 方程 的 :种 有 效 途 径 , 而 几 
也 是 求解 非 线 性 偏 微分 方程 ,特别 是 求解 非 线 性 波 方程 的 一 种 重 
要 途径 . 许多 简单 的 但 是 重要 的 非 线 性 波 方 程 的 解析 解 , 主 要 是 孤 
立波 解 就 是 通过 这 种 做 法 获得 的 ,并 旦 通过 求解 获得 了 许多 非 线 


6.1 广义 的 热传导 方程 


CO 
a (6.1.1) 
Hp « HSRARRM. 4 < 一 0 Por 1. . 1) 化 为 线性 热传导 方程 
求 非 线 性 方程 的 行 波 解 是 将 方程 的 解 写 为 下 列 形式 : 
u = ul), €=x- ct (6.1.2) 
Ep c 为 常数 ,相当 于 波 的 移动 速度 . 
(6. 1.2) 式 代入 方程 (6. 1.1) 有 


-ef ae lu TE (6.1.3) 
上 式 两 边 对 积分 一 次 , 取 积分 常数 为 零 . 得 
wi ES =0 (6.1.4) 
当 a 关 0 时 ,上 式 对 积分 求 得 
u= [-£e-a]"=[-Se-a-@&]" 


其 中 e 为 积分 常数 . 当 a=0 时 ,方程 (6.1.4) 积 分 求 得 


u = Ae = Ae xt 1 (6.1.6) 
其 中 4 为 积分 常数 . 


6.2 Burgers 方程 


在 (1.2.5) 式 中 已 经 标记 过 的 Burgers 方程 为 

Ou Ou Ou 

B37z Bx! 
以 行 波 解 (6. 1. 2) 式 代 人 方程 (6. 2.1) 有 

du du d'u 


= 0 (v>d) (6.2.1) 


cag td * qe — 9 (6.2 2) 
上 式 两 边 对 上 积分 一 次 得 
cu + La? ~， 天 = : (6. 2. 3) 
其 中 A 是 积分 常数 , 由 (6. 2.3) 式 有 
学 二 Lar Qeu — 2A) (6. 2. 4) 
设 方程 (6. 2.4) 右 端 
u? — cu — 2A = Q (6.2.5) 


有 两 个 实 根 : ut 和 zz A 
ur =ct+ VE F2A, us =c— vei2A (6.2.6) 
显然 后 十 24 盖 0, 且 
us taf = 2c, uf — u; =2y F 2A (6.2.7) 
这 样 ,方程 (6. 2.4) 可 以 改写 为 


d 
Fe = Euu uui) (6. 2. 8) 


显然 ,在 w=w? Musu SL —0, AACE. 2.8) 很 容易 积分 
RE 
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uy 一 u 
4p 


Z(E — ê) (6.2.9) 


2 一 《一 eur 一 zy )tanh 


其 中 与 为 积分 常数 . 
{6. 2, 9) 式 就 是 Burgers 方程 (6. 2.1) 的 行 波 解 , 波 振幅 和 波 


速 分 别 为 
we Fi uf), c= Leui 十 好 ) (=a, Hu; 一 0 时 ) 
《6.2.10) 
而 且 显 然 有 
u emg =C, Ulen- Surs 62.11) 


图 6-1 
HU AT GL. Burgers 方程 (6. 2.1) 通 过 一 个 连续 变化 的 曲线 将 
两 个 渐 近 状态 ul Mu 连接 了 起 来 . 
从 物理 上 分 析 ,Burgers 方程 表征 的 是 一 个 非 线性 的 耗 散 系 


统 , 如 在 (6. 2. DRR v= EMEA 


(6. 2.12) 
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eH BY a), HOOF ay ite BR v=, u 任意 .但 考 虞 到 (6. 2. Sst. 
方程 组 (6. 2. 12) 的 平衡 位 置 为 
Cut st) a lui 30} 和 (az avg ) = (ez ,0) 


(6. 2.13) 
而 出 (6.2. 12) 式 知 ,在 平衡 位 置 的 Jacobi HHA 
‘0 1 
Pies 1 (6. 2. 14) 
0 =e’ —c)| 
y A 
从 而 求 得 特征 方程 为 
aa- a" -02]=° (6.2.15) 


因此 ,对 平衡 位 置 (xy ,0) 而 言 ,其 特征 根 为 允 5 一 0 一 二 Gd 一 


oe LEEA o ATTER EGE NRA A MAPE R G .0) 


lit Fs HR ER A a2 =0,a2 二 二 7 (us —c)= Vor LUA 2; 因 而 


是 稳定 的 鞍 - 结 点 .所 以 ,Burgers 方程 (6. 2.1) 的 冲击 波 解 (6. 2. 9) 
实际 上 是 把 两 个 不 同 归 宿 (6 一 cr 一 2 十 co 一 ay ) 的 
壕 - 结 点 连接 而 成 的 异 和 宿 轨 道 (heteroclinic orbit). 

(6.2.9) 式 对 二 微 商 ,就 得 到 的 表达 式 : 


_ du =I {ur — us)? 2 ey a E 
Z = dé Tgp oe ech? +E Ea) 


(6. 2.16) 
EPA. NA E> Ont 都 0, 因 此 ,孤立 波 实际 上 是 把 
两 个 相 加 归宿 的 平衡 点 连接 而 成 的 同 宿 轨道 (homoclinic orbit). 
孤立 波 和 同 宿 轨道 详 见 下 一 节 . 


6.3 KdV 方程 


在 (1.2.6) 式 中 已 经 标记 过 的 KdV 方程 为 
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Ou 


tu H+ pS = 0 (6. 3.1) 
以 行 波 解 (6. 1.2) 式 代 人 方程 (6. 3.1) 有 
du d’un » 9 s 
Seu + pF =0 (6.3.2) 
上 式 两 边 对 积分 -一 次 得 
— eu + fut +03 = A (6. 3. 3) 
其 中 4 为 积分 常数 . 由 (6. 3. DRA 
“A 一 一 —~ 2eu — 2A) 一 一 apt — uy Ca — vt) 
(6. 3.4) 


其 中 必 Mur WG. 2. OR. 
方程 (6. 3. 3) 的 两 边 乘 以 9 ,再 对 积分 一 次 得 到 
1 1.3 Bi dz 
get eet ol ae 

其 中 BB 为 积分 常数 , 由 (6. 3. 5) 式 有 


js = Mr 十 万 (6.3.5) 


($4) =- sate? — 3cu’ ~ 6Axw — 6B) (6. 3.6) 
设 
wW? — 3cu? — 6An — 6B = 0 (6. 3.7) 
AZAR usus 和 us 不 失 一 般 性 , 设 wl 之 ws 之 us. BRA 
c= +(e + za + ttz), 
A= Lenu, 十 zstta + Uzt), (6.3.8) 
B= FH teats 
这 样 , 方 程 (6. 3. ee 
(a) = zat — uy) Ce — u) Cu Hs) (6.3.9) 
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E P> 0. AH C6. 3.9) 就 是 方程 (2. 3.183). A= 


(2.3. 185) 式 求 得 方程 (6. 3.9) 的 解 为 


u = u, + Cu, 一 wen Te (= ea] (es Su Siwy) 
(6. 3. 10) 
RPC 为 积分 常数 ,而 模 数 
k=, Jo (6.3.11) 
ui — Uy 


车 8 一 0, 则 方程 (6. 3. 9) 就 是 方程 (2. 3. 178),4= — 35. 则 由 
(2. 3. 180) 式 求 得 方程 (6. 3. 9) 的 解 为 


ud, — Us 


u = u; 一 (uz — ws)en*{ 4) — {28 (€ — &),A} {us Su Suz) 


(6. 3. 12) 
其 中 
uz Ha 


k= (6.3.13) 


Ul 一 Uy 

(6. 3.10) 式 或 (6. 3. 12) 式 就 是 KdV 方程 (6. 3. 1) 的 行 波 解 ， 
ER H M Se KE (cnoidal waves), LA 6-2(P>0 的 情况 ). 

对 于 PO 的 情况 ,由 (6. 3. LOR REM MARK RHR 


rex 


“3K 72K K O K 2K 3K A ag - 


172 


个 周期 函数 ,其 振幅 
a = u — u (6.3.14) 
央 cnzz 的 周期 为 K . 则 椭圆 余弦 波 的 波长 为 


L= ORE = Ko a T (6. 3.15) 


K) -f 


其 中 


1 dọ = f = dz 
vI — Rin? e JQ — rO — Rx") 
(6. 3. 16) 
为 第 一 类 Legendre 完全 椭圆 积分 . 当 uu BI, AK AO. AT. 
cnr—>cosz 5 M gcs. 3. 10) 化 为 


| = 
we E es 


(6. 3.17) 

BEREZ Gu — ees) 0 的 线性 波 . 而 当 uu 时 , 模 数 A> Lt 
时 , 因 cnx->sechz, 则 解 (6. 3.10) 化 为 

u = up + (u ~ up )sech? da Hee — £) (6.3.18) 


28 
显然 ,由 (6. 3.18) 式 有 


wleen~o = ts te | ¢- ge = Us (6.3.19) 


(6. 3. 18) 式 的 图 象 见 图 6-3, 它 称 为 孤立 波 (soiitary waves), € E 


移动 过 程 中 保持 这 个 图 形 不 变 , 常 称 为 孤立 子 (soliton)， VD 
称 为 孤立 子 的 宽度 . 
在 《6. 3.18) 式 中 , 若 取 as==0, 此 时 二 0,4 二 8 二 0, 则 由 
(6. 3.8) 式 ,孤立 波 的 振幅 为 
a =u = 3c (6. 3. 20) 
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to) 


A 6-3 


它 与 波 速 < 成 正比 .这 样 ,(6.3.18) 式 改写 为 


= asech? Pea pein es he TE i se hee 
“=a N T28 dw = $ Nap À 0 


(6. 3. 21) 
对 于 BLO 的 解 (6. 3. 12) 亦 可 作 类 似 讨 论 . 
从 物理 于 分析,Kdv 方程 表征 的 是 一 个 非 线 性 的 频 散 系统 . 


如 在 (6. 3. 4) 式 中 令 v= Ge WEN 


dé 

(6. 3. 22) 
g = ho ui ea V' Cu) 
其 中 


V (u) 一 sate 3cu? — 6Au — 6B) (6. 3. 23) 


TE (6. 3. 2230 RV! GOR V GOS u 的 微 商 .这样 ,方程 (6. 3. 6) 可 
以 化 为 


Se + Vinay 一 0 (6. 3. 24) 


由 此 可 见 , 若 把 ode /dd 视 为 速度 , 则 了 (zx) 可 视 为 势能 ,在 实数 
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范围 内 ,{6. 3. 24) 式 成 立 要 求 
Vu) <0 (6. 3. 25) 
由 系统 (6. 3.22): 其 平衡 位 置 为 
(uf vp) = Cul 0) 和 a) = (uz 0) 
(6. 3. 26) 
其 形式 完全 同 (6. 2. 12) 式 ,而 vf Mal 见 (6.2.6) 式 ,系统 
(6. 3. 22) 在 平衡 位 置 处 的 Jacobi 和 矩阵 为 


J= ? i (6. 3.27) 
—V"u") 0! 
从 而 求 得 特征 方程 为 
XAV) = (6. 3. 28) 
其 中 
Vu) = $u =e) (6. 3. 29) 


显然 ,对 平衡 位 置 (ff ,0) V Cur )》 一 0 V" Cur >00 > ORV ur ) 
<0(8<0) HERRERA RRS >O) RARELY 
O OPE Ot Cust 0), V Cut) =0, V" us COC BO) RV "Ca? ) 
> O(B<0), RTE BRA SEHR (> 0) RE SE ER 
0). 所 以 ,平衡 位 置 Cur ,0) 和 (zi ,.O-PRPY A. A- PRR 
点 . 中 心 点 是 势能 Y(zx) 的 极 小 值 点 ,鞍点 是 势能 Y(x 的 极 大 值 点 . 


S>-onm VG Mw 变化 的 图 象 见 图 6-4. AP u? E VRIR 
小 值 点 ;时 是 V(z) 的 极 大 值 点 .因此 , 构 圆 余弦 波 解 人 6. 3. 10) 是 
u Elun IAB APO ul MAR. ACT Sh ume, 
时 的 线性 波 解 (6. 3. 17? 是 紧 紧 围绕 中 心 点 uf eure, 的 圆 闭合 
Mi. WLAN); MT woe, 时 的 孤立 波 解 (6. 3. 18) 是 从 鞍点 wz 
>u ru 出 发 又 回 到 该 鞍点 az 的 同 宿 轨 道 , 见 曲线 (是 ). 在 坐标 
系 (u,v) 中 ,椭圆 余 弦 波 (1 )、 线 性 波 (I) 和 孤立 波 ( 下) 的 图 得 见 
图 6-5. 


B 6-5 
对 于 更 一 般 形式 的 KdV 方程 


Se, pdu 
az 十 Pf ar 一 0 (asB 为 常数 ) (6, 3. 30) 


我 们 可 以 令 = 一 ar 使 的 方程 在 形式 上 同方 程 (6.3,. 1)( 见 习题 
6.1), 又 可 以 类 似 方 程 (6. 3.1) 求 它 的 椭圆 余弦 波 解 . 
在 a 和 8 同 号 时 ,方程 (6. 3. 30) 的 椭圆 余弦 波 解 为 


Ou 
ao 


pat us) (€ p) sė 


HI — U 
= J u, 
tij 一 ty 


mE aM eR, AAC. 3. 30) HAR KR 


u = u, + Cu; — uen’ 


(6. 3. 31) 


u = u; 一 Cue = u, jen? ly = pp os ua) (E = él 


lii ak 
Bao | 4s] (6. 3. 32) 


#2. (6. 3. 31) RAI (6. 3.32) RH usu: Mu 是 方程 
s 3a 6A, 6B 


u a“ z = =0 (6. 3. 33) 
ZNKR nuwus). A,B 是 任意 常数 . 由 (6. 3. 33) 式 知 
wu 十 zz 十 as =¥, Uig 十 Uts 十 su) = 一 多， Uj Mot, = 63 
(6. 3. 34) 
例如 ,ae 一 一 6,8 一 1 的 KdV 方程 
对 bu St + 4 = 0 (6. 3. 35) 


Oe 86 WL Ae BK PR ET ch C6. 3. 32) 式 求 得 为 


| \ 
u = u — (Ws 一 wen" Teu — u) ($ 一 RI 


as 


Na 一 uz} 


{6. 3. 36) 


而 在 uu 0 时 | “= 一 号 | 的 孤立 波 解 为 


“=m 2 sech? joe — ct — &) (6. 3. 37) 


对 于 浅水 波 的 方程 


党 十 oli pi 2 7] on =0 G = ca 
(6. 3. 38) 
Aw 
= Hal), szet (6. 3. 39) 
代入 方程 (6. 3. 38) 得 到 
(Zh =— RF hi) (6. 3. 40) 
其 中 
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Fh!) = hfs 一 外 < — 1] As? + 4Ahi +B (6.3.41) 
Q ! 


是 上 的 三 次 多 项 式 ,4 和 8 为 积分 常数 . 
不 失 一 般 性 ,我 们 取 B=0, 从 而 选 下 (hi) 的 三 个 实 零 点 为 a， 
0,a—b(0<a<26) , BH 
F(hi) = hihi —ad(hi — a+b), Oad) 


(6. 3. 42) 
比较 (6. 3.41) 式 和 (6. 3. 42) 式 可 得 
2a— b=? < 一 了 (6. 3. 43) 
Co 
这 样 ,可 求 得 浅水 波 KdV 方程 (6. 3. 38) AR KARA 
hi = Hacn’ Ce 一 eat k de a 


(6. 3. 44) 
其 波 速 由 (6. 3. 43) 式 决定 , 而 波长 为 


3b _ 4H a Je 
= xw] ir = gk L i$ 


(6. 3.45) 
4 a= B it. (6. 3. 44) 式 退化 为 下 列 孤 立波 解 ; 


k = Hasech* a — ct — &) (6. 3. 46) 


其 波 速 由 (6. 3. 43) 式 定 得 为 
c= coi $] (6.3.47) 


6.4 非 线性 Klein-Gordon 方程 


我 们 重点 分 析 在 (1, 2.12) 式 中 已 经 标记 过 的 正弦 -Gordon 方 
程 ,其 形式 为 
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Ou Ou 
Be By? 


以 行 波 解 (6. 1. 2) 式 代 人 方程 (6.4.1) 有 


+ fisinu = 0 


le — ci) as + fésinu = 0 
下 面 分 CO > A cei 两 种 情况 讨论 . 


1. >c 
此 时 方程 (6. 4. 2) 化 为 
a + m’sinu = 0 
其 中 
me = -; a A 
人 


方程 (6. 4. 3) 在 形式 上 同 无 阻尼 的 单 押运 动 方程 (3. 4. 1). 


程 (6.4.3) 可 以 化 为 下 列 微 分 方程 组 
dz _ 
Ja FR 


du 
f 一 一 m'sinu 
其 形式 同方 程 组 (3. 4. 9). EMERGE CRE 


dvs mřsinų 
du v 
积分 上 式 求 得 


ty + m? (1 — cosu) = H 


(6.4.1) 


(6. 4. 2) 


(6. 4.3) 


(6.4.4) 


同样 , 方 


(6.4.5) 


(6.4.6) 


(6.4.7) 


其 中 五 为 积分 常数 .注意 1—cosu= 2sin FH. 4.7) 式 化 为 


one 
dé 


+ 4misin? £ 75 2H 


> 


H = 2m’ k? 


(6. 4. 8) 


(6. 4.9) 
179 


这 样 ,方程 (6. 4.8) 可 改写 为 
| du 
(ae 


2 ; tesa ae 
= am| E — sin $ | (6. 4. 10) 


其 形式 同方 程 (3. 4. 18). BA E E OPS ZI 的 


条 件 下 , 求 得 
| H 
k= Z) (6.4.11) 


这 就 是 在 c >i 时 正弦 -Gordon 方程 (6.4. 1) 的 周期 解 , 其 中 总 为 
积分 常数 . 
“4 k> OCB HO), (6.4. 1D RW 


sin > =+ Asn(m(& — &,),&) 


sin > =+ksinm(€é—6&) (—x<u<n) (6.4.12) 


这 是 正弦 -Gordon 方程 (6. 4. 1) 的 线性 波 解 . 
A pl (ED H—>2m it (6. 4.1L KR EEW 


sin = =+ tanhm(é — 名) = tanh[+ m< — &,)] 


(6.4.13) 
利用 双 曲 正切 函数 的 定义 . (6. 4.13) 式 很 易 化 为 


me 人 0) 一 ji + sin(u/2) 
l — sin(u/2)’ 
RBA 


ve sin(u/2) _ 1+ tan(u/4) 
J — sin(w/2) 1 — tan¢u/4) 


则 (6. 4.13) 式 可 以 改写 为 
u =— n + 4tan [etri] (6.4.14) 
它 称 为 正弦 -Gerdon 方程 (6. 4. DEIMLO , HoP 
A 这 是 广义 狐 立 坡 , 它 包含 冲击 波 ， 
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= tan(u/4 + 7/4), 


u, =— wt dtan '[Ler he] (6.4.15) 
称 为 扭 结 波 (kink waves), th Pr X Hi fh M az F (topological 
sditon), 见 图 6-6. 而 

u= n -+ Atan” ![e 1i s] (6. 4.16) 


图 66 
称 为 反 拟 结 波 (anti-kink waves), th #4 R&P 84 -F Canti-soliton). 
见 图 6-7. 


图 6-7 
HT REG. 4. 5) 有 三 个 平衡 位 置 , fi .wr ) 二 (0,0) 是 中 心 ， 
Cu? sor )= (— 7,0) M Cu; .v3 ) 二 (xn,0) 是 鞍点 .但 由 (6.4.14) 式 
看 到 ule. > Frente... > £7, A, op ERG. 4. 14) 就 是 连 
接 两 个 鞍点 的 异 宿 轨道 . 
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(6.4.13) 式 对 上 微 商 就 得 到 
du 


dé = 2msechm (& — &,) (6.4.17) 
这 也 是 一 种 孤立 波 的 形式 ( 同 簿 轨道 ). 
2. exe 
此 时 方程 (6.4. 10? 仍 适用 ,但 改写 为 
(Se) = an"[sint t — e) (6. 4.18) 
其 中 
nè = qos (6.4.19) 
TEREK = 二] 一, 则 方程 (6. 4.18) 太 可 以 改写 为 
i du u | 


(6. 4. 20) 


| i = 4 k” — cos? 3 | 


| ae 
方程 (6. 4. 20) 与 方程 (6. 4. 10) 比 较 知 ,这 里 用 x%? 代替 了 mm? ,用 
ke 代替 了 天 ,用 cos DARP T sin 二. 所 以 ,方程 (6. 4. 20) 的 解 为 
cos $- =+ k'sn[n( — £), k] (6.4. 21) 
当 一 0 时 ,(6,4. 21) 式 化 为 
cos 二 二 k'sinn(€— 6) (0< u < 2m) (6.4.22) 
这 是 线性 波 ; 而 当 才 一 1 时 ,(6.4.21) 式 化 为 
cos 5 =+ tanha (Ê — 6)] = tanhl a(€ — £)] 
(6. 4. 23) 


j—cosu/2 


注意 (6. 4. 23) RRA Hh Hy ETEO = ITE, yoy y 


一 f 
re TUCE. 4. 23) 式 可 以 改写 为 


u = 4tan [emt $0)] (6. 4. 24) 
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kM FR A A a FR AAR. 
06.4.23) 式 对 二 微 商 就 得 到 


a = 2nsechn(é — &,) (6.4. 25) 


tE E PMU RHE. 
正弦 -Gordon Fy B&R T FAA Wy Tb RA - PE D o. 
子 解 .为 了 求 得 这 种 解 , 我 们 次 先 对 正弦 -Gordon 方程 (6.4. D) 
变换 
bom fobs y= Aye (A = foley) (6. 4.26) 
tÉ, E -Gordon 方程 就 化 为 
Ou Ou 
ari on} 
受 正弦 -Gordon 方程 (6. 4. 1) 存 在 形 如 (6. 4. 24) 式 的 扭 结 波 的 启 
发 ,我 们 寻找 方程 (6. 4. 27) 的 下 列 形式 解 : 


= sinu (6. 4. 27) 


Xz) 
per ITa ) ] (6. 4. 28) 
Hp XQ JA TO) DURE z 和 4 的 函数 . 注意 
(Qu _ ATX’ e __ AAT 
ar, EFTE & T 
x z mr rl + T?)X" 一 2XX':1 
Du AX o reso ve, are 
Ju AX r ea , 
æi CX? 十 yX + 7°)T 2TT':] 
2 i Vy u 
À 4tan 7 一 ‘a tan? al _ 4XT(T? — X*) 
Sinz = ie (X? + TY 


( 1 + tan’ ay 


(6. 4, 29) 
出 (6. 4.28) 式 代入 方程 (6. 4. 27), 得 到 


; vf n 
+| + Fl— AO TO= T = X 
(6. 4. 30) 
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将 (6. 4. x Alt, WAA: 


peel ta + TIt ETIS E RR Oe 
arga r |+ x= T] my BY tas eee 
(6. 4.31) 
(6. 4. 31) 1) RSP RL XX A TT ,得 到 
OX Tp So 
Ha Fit Kx |X| =? 
Poe me oe (6. 4. 32) 
ole Trt ae 7) =? 
(6. 4. 32) R PA SK AB DA . 73 Bl 
Xy O ay 
zel X = TFT da (6. 4. 33) 


其 中 4ea 为 分 离 变 量 常 数 . 
(6. 4.33) 成 分 为 下 列 两 个 常 微分 方程 : 


; nyt Dg 
ES 一 4aXX', (| =—4eTI" (6.4. 34) 


它们 分 别 积分 一 次 得 到 
X- 2aX? + fa, > ==— 2aT? +P, (6.4.35) 
其 中 总 fl 8, 为 积分 常数 ， 
(6.4.35) 式 的 两 个 方程 分 别 乘 以 XX' ATT ,并 机 积分- 
次 ,得 到 
(X= aX'4+ BX +Y,, (CT)? = aT + BTY, 
(6. 4. 36) 
Hy, MY, 为 积分 常数 . 
(6.4.35) 式 和 (6, 4. 36) 式 代入 方程 (6. 4. 30) ,得 到 
— [Fo p) — 11X? — T?) = 20%, 十 为 ) (6.4.37) 
HEX AT SRE r A HR AI. 6.4. SDR ER 
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&—A=1. 1+%7,=0 (6. 4. 38) 
取 $.=—8,Y,=7, 0 六 一 1 一 如 7 一 ”因而 方程 (6. 4, 36) 化 为 
(X')? = aX + (1 DX 十 7 
ae =— aT’ — gr? — Y 
下 面 , 在 o=—1,7=0 的 条 件 下 求解 .此 时 ,方程 (6. 4. 39) 化 
为 (参见 (2. 3. 198) 式 ) 
人 =— X + (1 — Ax? 


mrar- a [a] -1A 


(6. 4. 39) 


(6. 4. 40) 
所 以 ， 
X=4X VQ-A— 2 
a (6. 4. 41) 
1\' 1}? 
fa =t1—A 7] 
在 0 之 8<<1 的 条 件 下 ,积分 上 式 并 取 积 分 为 零 RG 
1 SA X 
pm ho! oS =t Ay 
Ia 了 二 广 x va 
(6. 4. 42) 
A sin Vix sti = fot 
所 以 5 参见 (2. 3. 199) a8) 
X = ¥1— psech V1 — Par 
t U Fee SB Se (6. 4. 43) 


(6. 4. 43) 式 代入 (6. 4. 28) 式 , 求 得 


/l1--f sin VB fot 


tan < =Æ aj mee 
4 B cosh yi = Baz 


» OLEI) 


(6. 4. dd) 
2m _ 的 周期 解 ,在 x ANA LW 


sr AN Bam: A 一 个 质 
REMET: CE 周期 为 于 下 
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下 方 不 断 地 变化 着 ,很 像 不 断 呼吸 的 样子 . IR. A ee Be 
立 子 和 反 和 孤立 子 的 一 对 振 划 ,所 以 称 它 为 止 弦 :Gordon 方程 的 呼 
吸 抓 立 子 和 解 , 简 称 为 呼吸 子 (breathatr soliton 或 bion), 义 称 为 对 
称 振子 (doublet). 见 图 6-8. 图 中 ORM S. MARR MYT. 注 
意 呼吸 解 是 不 传播 的 . 


图 6-8 
BR GE -Gordon 方程 外 ,我 们 简单 地 说 明 下 列 两 种 非 线 性 
Klein-Gordon 方程 的 行 波 解 . 
第 一 种 非 线 性 Klein-Gordon 方程 为 


2 2 
ze cÈ = + au — Bue = 0 (6. 4. 45) 
以 行 波 解 (6. 1,2) 式 代入 方程 (6. 4.4548 
(e? — c5) oa + au — pur = 0 (6. 4. 46) 


这 是 (2. 3. 196) 式 类 型 的 方程 ,利用 (2. 3.197) 式 ,对 于 Oe Aa 
LO RL Al ’<ch Ba>0.p>o 的 情况 有 


CC „If a | i 3a! 
28 sech ee (E — &) [o<u<¥| 
«u 一 
3a ,1 /|_-«@ 
zg csch 7A rigle ED G0) 


(6. 4. 47) 
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MH eet B aco A BoOWR P<es Hold MPO 的 情况 有 


3a lz /| aa _ 到 | _, 3@ 
= 28 esch 2 ase c&é — &,) ([o<u< | 


3e sech? 1 


127 2 


| (EE) Uso 


(6. 4. 48) 
(6.4. 47) 式 和 (6.4. 48) 式 就 是 方程 (6. 4. 45) 的 孤立 波 解 . 
WF o> ct Halo M P< H ao 的 情况 有 


= a 1 — 
u 7 sec? > al ar (E — &) (6. 4. 49) 


第 二 种 非 线 性 Klein-Gordon 方程 为 
Xu Cu 


mye — 3 Bra aw Pe = 0 (6. 4. 50) 
以 行 波 解 (6. 1.2) 式 代 人 方程 (6.4. 50) 有 
cet — ob) FH + au — Bul = 0 (6.4.51) 


这 是 (2. 3.123) KR (2. 3. 127) RAC. 3. 131) 式 类 型 的 方程 ,利用 
《2.3.124) 式 (2.3.128) 式 和 (2. 3. 13DA, XF i>i A alo, 
p>0 和 ec 之 c; 和 aa<0.83<0 的 情况 有 


i 
| 2a : a 
Hm LRN BTR aly are- a eo] 


(6. 4. 52) 


4 kl 时, 它 化 为 


u =+ i tanh Ine a a) (Ê — E) (6.4.53) 


WF cci A a<0, 8 <0 和 oe E a>0,f>0 的 情况 有 


二 
= B(2 一 k’) dn | (2 一 BNC Ea HE | 


《6. 4. 54) 
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4 k~] 时 , 它 化 为 


u =t af sech /5 全 人 一 人 (6. 4. 55) 
ù 


对 于 A >g H aco, eu 和 <ch H a0. 20 的 情况 有 


wat Jart lya ea wen bout] 
(6. 4. 56) 


4 kl 时 , 它 化 为 


= + ,/— Z esch, fie —&) (6.4.57) 
B C* C0 


(6.4. 52) 式 、(6.4.54) 式 和 (6. 4. 56) 式 就 是 方程 (6. 4. 50) 的 椭圆 
函数 解 ,而 (6. 4. 53) 式 、(6. 4. 55) 式 和 (6. 4. 57) 式 就 是 方程 
(6. 4. 50) 的 孤立 波 解 . 


6.5 Boussinesq 方程 


在 (1. 2.14) 式 中 己 经 标记 过 的 Boussinesq 方程 为 
Ju , eu dtu 
a ae a 

以 行 波 解 (6.1.2) 式 代入 方程 (6. 5.1) 有 
dz d'u ay? 


: 4 
pre =o (a,8>0) (6.5.1) 


(c? — ci) 本 一 “和 qe 一 0 (6.5. 2) 
ERRAR ERD- KR RSD RH BG 
- dz dou = 
(2 — ot) 4 — a Sk p = 0 (6.5.3) 
此 式 再 对 二 积分 一 次 有 
人 一 cx 一 < 和 一 pw 一 4 (6.5.4) 
其 中 44 为 积分 常数 ， 
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方程 (6. 5. OKAMURA ER ER -次 得 代 


1 《cz 一 chu? S Fa í Bp = Au + B (6.5.5) 


2 dé} 3 
其 中 B 为 积分 常数 . 由 (6. 5. 5) 式 有 
idu? 28T[， 3 一 ci ， 3 3 
ae) = gel of gee zE] 
(6.5.6) 
# 
Gy EES 
we — BE a + Aut ZB = 0 (6.5.7) 
有 三 个 实 根 : Ul ste 和 Uy uzu), 显然 有 
2 _ .2 
SP stants 
= = uu, + uu, + uts (6.5. 8) 
3B 
万 一 Ue, 
则 方程 (6. 5. 6) 可 以 改写 为 
2 
ie] =— Bu — m) u — u) Cu — us) (6.5.9) 


它 与 方程 (6. 3. 9) 相 似 , 则 根据 (6. 3. 10) 式 求 得 


Py ee 四 (tt Su Su) 
ĝa 


(6.5.10) 


p= hee (6.5. 11) 
1 3 


(6. 5. 10) 式 就 是 Boussinesq 方程 (6.5.1) 的 椭圆 余弦 波 解 . 
当 uiu s Bi &>0 时 „C6. 5. 10) 式 化 为 


u = u, + Ce 一 u, Jen? 


其 中 
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u 一 $m + u) + Fu 一 u, )cos o 


3a 


这 是 线性 波 .而 当 nu A AO 时 ,(6.5.10) 式 化 为 


u = u, + Cu, — usech? qe z= 


ôa 


这 是 孤立 波 . 特别 取 4 一 一 0, 此 时 zs 一 由 一 On 一 3 


孤立 波 解 (6. 5.13) 化 为 
_ 3¢e? — 8) xi ae È A 
= 28 sech > a S 


6.6 mKdV $ Æ 


在 (1.2.9) 式 中 已 经 标记 过 的 mKdV 方程 为 
Ou E- ò oe 
以 行 波 解 (6. A 6. we 
d? ži 


egra TEEF = 0 
上 式 两 边 对 $$ 积分 一 次 , 取 积 分 常数 为 零 , 得 
-pix + cu — gw = O 


28( 一 u) — ay) 


é 


(6.5.12) 


(6.5.13) 


ee » 则 


(6. 5. 14) 


(6. 6.1) 
(6. 6.2) 


(6. 6. 3) 


此 方程 与 (6.4. 51) 式 相似 ,将 (6.4.51) 式 中 的 c2 一 cjyayB 分 别 改 为 
一 8,c, 卫 就 变 成 了 (6. 6. DA. 则 类 伏地 分 析 ,我 们 得 到 于 列 结果 . 


MPF o> 0,a>0,8<0 和 <c< 和 0,a<0,8>0 的 情况 有 


|/ 


a 6c =e | 
eth ETY so] fa ae Ead ak 
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(6.6.4) 


Sel EA 


=+,/% J. Ee 
u =+ a tanh aa é) (6. 6. 5) 


MT o> 0,ea>0,8>0 Al c<0.a<0, 80 的 情况 有 


" a a 5 on ras 和 to 
(6. 6. 6) 
当 &->]1 时 , 它 化 为 
u 二 十 JE sech «f See - &) (6.6.7) 


MF cl 0.e<0, 8>0 Ml c<0,c>0,8<0 的 情况 有 


ee ae ee oo en ee 
u =+ T aa g5 © y TETS (È ae) 


(6. 6. 8) 


二 十 /一 Ge schaf $ (Ê — &) (6. 6. 9) 

a a 
(6. 6. 4) 式 、(6. 6.6) 式 和 (6. 6.8) 式 就 是 mKdV 方程 (6. G. DAR 
圆 限 数 解 ,而 (6, 6.5) 式 、(6. 6.7) 式 和 (6. 6.9) 式 就 是 mKdV 方程 


(6. 6. 1) 的 孤立 波 解 . 孤立 波 的 振幅 都 与 Vc 成 正比 . 例如， 
(6.6. 7) 


fen * | 
a= E [= ae (6. 6. 10) 
则 (6. 6.7) 式 可 改写 为 
u =+ asech 4) zg < 一 $o) (6.6.11) 
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6.7 BDO(CBenjamin-Davis-Ono) #2 


在 (1.2.18) 式 中 已 经 标记 过 的 BDO 方程 为 


du Ou du a & 一 
araa Aa a VETE he 
f 1 [P uat jy 
ZÆ lu} = es FE 2 2 da G: 


以 行 波 解 (6. 1. 2) 式 代 人 方程 (6.7.1) 有 


du du do ER 
— (e — co) gg tuge t Ege =o (6. 


上 式 两 边 对 积分 ~- 次 , 取 积 分 常数 为 零 ,得 
1 


一 《c 一 co)z 十 Lut + 8 Sarlu) = 0 (6, 
因此 时 (6. 7.2) 式 化 为 
1 a u(&') 4 
X (u) = al pe (6. 
因而 
d r 1 ulẸ y) 站 
grosi gop 6 
这 样 ,方程 (6.7.4) 化 为 
L 8 i u(é') ar 
一 《c — co)u + git 十 = | et 0 
(6. 
这 是 关于 a($) 的 积分 方程 . 为 此 ,我 们 设 
u(é) = ma (6. 


其 中 a 和 5 为 待定 常数 . 
(6.7.8) 式 代入 方程 (6.7.7), 得 到 
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7. 


Es 


.2) 


sy 


4) 


5) 


.6) 


.7) 


- 8) 


Vie sh eee gt Ss Ba 
C- pigti eit 
2ßa /1 l | 
ea SENS 
ERA MRE +5)? 后 有 
al $ + & — Cc — c)8*|- aef E + e= e) = 
(6.7.10) 
出 此 定 得 
TEENE- 7 a= a (6.7.11) 
€— ey C7" €y 
所 以 ,BDO 方程 (6. 7. 1) 的 行 波 解 为 
AB 
i E (6. 7.12) 


fi 2 
Hp | c 一 A 
它 称 为 代数 扳 立 波 (algebraic solitary waves). 


6.8 离子 声波 方程 


在 (1.2.21) 式 中 已 经 标记 过 的 离子 声波 方程 为 


dæ T ar T 

Qu av Ə% 

Ot tog Or (6.8.1) 
oe 

samen 


n =n), v=), $= 8&6), Ê=r -d 
(6.8.2) 
(6.8. 2) 式 代 人 方程 组 (6. 8.1) ,得 
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dz dnv _ 
ge 0 
dv dv dé ; 
cJ +¥ ae =~ Ge (6. 8. 3) 
had 


E89 ES He ETF A Kilel coBt ns 1.10, 
o> 0, GF 


nle —v) =e 


Ly be E 
ee Se oe (6. 8. 4) 
d'p __ 5 
ae. ° 
由 (6. 8.4) 的 头 两 式 得 到 
= 一 (6.8.5) 
n aa 
(6.8. 5) 式 代入 (6. 8. 4) 的 第 三 个 方程 ,得 到 
di$ oa, 
TE = Fe) (6. 8. 6) 
其 中 
E E tay | ft 
Fig) = | te (+ 
(6. 8. 7) 
方程 (6. 8. ORMUR IÉ Feat 积分 得 到 
HE) = rO (6.8. 8) 
设 $1, 并 今 
Ac=c-1 OO<AK1) (6. 8. 9) 
则 方程 (6. 8.8) 近 似 化 为 
d? 2, 
te] = z P (3Ac $) (6.8.10) 
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这 是 形 如 (2. 3.196) 的 方程 .考虑 上 & >0, 则 解 为 
i 


j= 3Acsech? aj ECE — &) (6.8.11) 


这 是 离子 声波 电势 的 孤立 波 解 . (6. 8. 11) 式 代入 《6.8.5) 式 和 
(6.8.4) 的 第 一 式 可 求 得 nn 和 wv 分别 为 


厂 |, SD 
n= € e ears’ See | (6.8.12) 


[e -- 6Acsech? (ee 一 6 | 


6.9 Fisher 方程 


v=a1— (6.8. 13) 


在 人 1.2,. 13) 式 中 已 经 标记 过 的 Fisher 方程 为 
Ou Cu 


/Br RE ey (6.9.1) 
以 行 波 解 (6. 1, 2) 式 代 人 方程 (6. 9. 11) 有 
一 (6. 9.2) 
直接 积分 方程 (6. 9. DERM BAR 
Betio 
u 一 TET (6. 9. 3) 


其 中 Boa 和 已 为 待定 常数 ,5 可 视 为 积分 常数 ， 
(6.9.3) 式 代入 方程 (6. 9. 2) ,注意 
du B : ee & + 2b — a et 十 th = 2a er E] 


dé = TI ew Dp (6.9.4) 
re [bt = 2a? — + A a a Coa — bye] 
dE ime eee 
(6.9.5) 
则 得 到 
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(b+ ch + k) 一 kBe’ 十 OTR — ula? — b + Zab) 
+ (6 ale" & + k + v(2a — 6) 
+ c(h — 2a) ]Je** © = 9 (6. 9. 6) 
车 取 上 5 二 0, 则 (6. 9.6) 式 化 为 
Ek(1— B) + 2(&— va? — cae’ 
+ (k + dya? — 2acde™ = 0 (6.9.7) 
在 a 关 0 时 , 令 上 式 左 端 的 常数 项 e* 和 和 e** HY RH BG Bl 
kQ — B)=0, &—va®—ac=0, k+ dva? 一 2ac 一 0 


(6. 9. 8) 
由 此 求 得 
f= 1). 435, @= 28 (6.9. 9) 
5 By’ 6 . . 
这 是 5 二 0 的 结果 ,由 此 求 得 
T 1 _1 c £ 
aiia ere ehh 4 f tanh io? eo] 
(6. 9.10) 


这 是 Fisher 方程 的 冲击 波 解 . 
车 在 (6. 9.6) 式 中 取 5==2a, 则 有 
k + 4ra? + 2ac = 0, &£—vae?+eoa=0, k&I—BI=0 
(6.9.11) 
由 此 求 得 
—~£ ë= 
Sy’ 6 
将 这 些 结果 代入 (6. 9. 3) 式 同样 会 得 到 (6. 9. 10) 式 的 结果 . 
从 物理 上 分 析 ,Fisher 方程 表征 的 是 -一个 反应 扩散 系统 . MS 


v= FEC. 9. 2) 式 化 为 


B=], a= vk (6.9.12) 


eo 
pe i (6.9. 13) 
= Eo — <u — 4) 
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显然 ,其 平衡 位 置 为 
(uy sUr) knn (0,0) 各 Cuz sug ) = (1.0) (6. 9. 14) 
而 由 《6.7.13) 式 知 ,平衡 位 置 的 Jacobi EEA 


,| (6. 9. 15) 
J 


从 而 求 得 平衡 位 置 (zx U ) 一 (0,0) 的 特征 方 BE 为 


PC pike ne (6. 9. 16) 
by yY 
特征 根 为 
re 二 (一 下 (6.9. I7) 


RY ch dey fa RYZE UC? RA ht 

Cv ky), Ai FE Cr our) = (0.0) BB OY edk 

时 ,A 为 二 共 声 复 根 , 因 而 平衡 位 置 (ar u ) 一 (0,0) 为 焦点 . 
EGA es ,vw ) 一 (1,0) 的 特征 方程 为 


eh t = 0 (6.9.18) 
特征 根 为 
PES +i siete Veet Fko) (6.9.19) 


它 为 “不 等 实 根 且 不 同 符号 ,因而 平衡 位 置 (xz ,zz ?一 0,0 RRA. 
正 由 于 此 ,由 (6. 9. 10) 式 所 表征 的 冲击 波 ( 它 要 求 = “Pak 
4vk) 实 际 上 是 连接 鞍点 (a2 eor J= ORAR Cur wv! ) = (0,0) 
的 异 窗 轨 道 . 
在 反应 扩散 方程 中 ,还 有 一 类 形 和 如 


Ou Ou ARNT EET 
g Yaa T A — u)lu—a)= Q 0 4 a ty, 


的 方程 . 它 可 以 视 为 是 Fisher 方程 (6. 9, 1 的 推广 . 
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Hy VA4 5 UR A C6. 1.2) 式 代入 方程 (6. 9. 20049 


du diu ; 
一 < 下 一 ”一 kull =~ wa —a)= 0 (6.9.21) 


如 令 v=% ce. 9.21) 式 化 为 


(du _ 
= ， (6. 9. 22) 
rE = $v = ull u) Cu ay 


显然 ,; 它 有 二 个 半 衡 位 置 : 
(a suf) = (0,0), uj or = (1.0), (eise) = Ca,0) 
(6.9, 23) 
相应 的 特征 方程 利 特 征 根 分别 为 
[Æ = £a - 4, A= c= Ve + dka) 


je +£a—4q 一 a) =0. asteet VE FET 一)) 


ppi =? 


kie 


v ee ce —Avke(] — a) ) 
(6.9. 24) 
所 以 ,平衡 位 置 (i or = (0,0) Al u vod = CLO) ABE BE Mi 
T ME Gag wef = Ca, 04 > duke] — a) OW A PE O 
dvka(1 一 Q) 时 为 焦点 . 
为 了 求 得 连接 鞍点 (0,0) 和 (1;0) 的 异 簿 轨道 ,我 们 可 设 


B 


u = Ipem (6. 9. 25) 


Hp R Ala 是 待定 常数 , 它 可 视 为 积分 常数 . 
(6.9. 25) RRA TCG. 9. 21) ,注意 


aE 
fe-— sn fror 
s te all 
ae ; (6. 9. 26) 
Pe ye | 
ia = fairer F 


则 得 到 
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- Rk — B)(B — a) -aa k(B — a) 
+ kad - Bye!) 2 C- va Lae -p kayet & 9 
(6. 9. 27) 
Bitit 
les — BB -ay=0, 
sua? d- ac — kB- a) -+ kal -B)=0 (6.9. 28) 
— va? + ac ka — 0 
ER B=1, 则 (6.9.28) 式 化 为 
B=], 
va + ac — k(l — a) — 0 t6. 9. 29) 
E E T ER) 
Alita Se fe) 47 (2ac =k — 2a) 220). HA 


Bal, antyg' c=+ vom } -a 
(6. 9. 30) 
KA (6. 9. 25) ROR AR 
za E 
A bees a a pe 
u = 一 -一 Pr ne The 0) 


(6.9. 31) 
BR AL ETE BR Cat oy) = (0.0) FORE (aed el) = (1.0) 89 TAL 
道 ， 
在 (6.9.28) 式 中 ,车 取 8B 一 a, 则 得 到 
‘B= a, 
dva? tac + kal] — a) = 0 (6. 9. 32) 
£ vai + ac + ka — i 
Whit a 5 e RG (2ac== kal? —a) <0). i EEn 
Bra, a—+ 


; / i C | 
fs š ne SY a O SS 
i by a, € r ¥ ouk | t > | 


(6. 9. 33) 
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代入 (6. 9. 25) RR 


eer h [ke ey| (6. 9. 34) 
ere, anh > 4 oy A 9.: 


不 难 证 明 c= u| 1= E) > Arka — a), Bit (6. 9. DRA IE 
的 是 连接 鞍点 (wr oe = (0,0) MB A Ca? ef )= Ca, 0) R T 

非常 有 意 患 的 是 : 形式 为 (6. 9. 31) 式 和 (6. 9. 34) 式 的 解 分 别 
满足 方程 : 


eee paii (6.9. 35) 
和 
id E a=+ ft (6.9. 36) 
事实 上 ,对 于 方程 
a —a)(u— 8) (a > 8) (6.9. 37) 
很 容易 Rt ORG 
= =. es P tanh 2 > Bg E) (6.9.38) 


其 中 E, 为 积分 常数 . 


苦 取 a=1.8=0,a= +4] 5 , 则 (6. 9. 37) 式 就 化 为 (6. 9. 35) 
式 , 相应 ,(6. 9. 38) 式 就 化 为 (6. 9. 319 KR ARM ae, P=0.a= 


i 


tal É , 则 (6 9. 37) 式 就 化 为 (6. 9. 36) 式 ,相应 ,(6. 9. 38) 式 就 化 


为 (6. 9. 34) 式 . 
受 上 述 分 析 的 启发 ,对 十 方程 (6. 9. 21) ,我们 可 以 假设 
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SE = a(1 udu — a) (6. 9.39) 


TE = a — Wd +a — 2u) (6.9.40) 


MU C6. 9. 39) RAI CE. 9. 40) 式 代 人 方程 (6、 9.21) ,得 到 
[— ac — va’ (] +a] + (Qua — ku = 0 (6.9.41) 
{EE A a BORA u asg 


Era E J aro (6. 9. 42) 


而 且 根 据 (6. 9. 37) 式 和 (6. 9. ee) 


Itea,l-e l~a jk n ; 
= 十 二 一 a piii = = 
u e tanh 2T N oF (é —- £) (6.9.43) 


RREN: = (1-0)? >avka(l —a) ,因此 ， (6. 9. 43) 式 表征 的 是 
连接 鞍点 Cus Ua z= (1,0) 各 结 点 (3 Us ) 一 (a, 0) AO fe Sia. 


6.10 Kd¥V-Burgers 方程 


在 (1.2.7) 成 中 已 经 标记 过 的 KdV-Burgers 方程 为 


Ou Fu Ou ak ae 
w+ ud Bz vent an =0 (v > 0.8 > 0) 


(6.10. 1) 
以 行 波 解 (6.1.2) 式 代入 方程 (6.10.1) 有 
T tuia B90 (6. 10. 2) 
上 下 两 边 对 < 积分 y ,得 
]: 
cu + La? - Er +? nF == A (6. 10. 3) 


其 中 4 为 积分 常数 .方程 (6. 10. 3) 很 难 直 接 积 分 ,但 可 先 作 定 性 
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分 析 , 它 的 等 价 方程 组 为 


ow 
dé is 
(6. 10.4) 
du v 


a 2, — dea ee 
de BY z3“ 2cu 2A) 


其 平衡 位 置 为 
Cup sus) = 0) 和 Cus vog) = Cu; ,0) 
(6.10.5) 
其 形式 完 企 同 (6. 2. 13) 式 或 (6. 3. 26) 式 .而 wr Ala? W C6. 2.6) 
不. 方程 组 (6. 10. 4) 在 平衡 位 置 处 的 Jacobi 矩阵 为 


fa 


0 1) 
J= (6. 10. 6) 
Ag Ae BOY OE Go sur = (uy ere 方程 为 
X -= 与 1 十 ea =0 (6.10.7) 
i i 


FERA 


4525) - -$ o? za | (6.10. 8) 


M24 ap we 十 2 有 4 时 ,4 为 二 正 根 ,内 而 人 ui .0) 为 不 稳定 结 点 ; 
TALA Ve FPA A WIE BW Ce? 、 
为 不 稳定 焦点 . 

Y BR BG el = Ge 0) 的 特征 方程 为 


$2) 2 7A oe: 3 “= 0 (6.10, 9) 
TUE ROS 


r r a 
$ 


` 1 y Poop 2 4 DERRER 
= 一 | 一 十 4!| 一 nt Vv ee it A 3 : 
i AE taip) tp Veo + 2A | (6.10.10) 


‘EN ASEM AAAS INT Cus :0) 为 鞍点 . 


这 样 , 就 在 在 连接 鞍点 (zz OMS AC! OF BRIS 
48vc 十 24, 见 多 6 9) 以 及 连接 鞍点 Cs .0) 和 焦点 Cw? OWS TH 
轨道 (yw 过 48 Ye 十 2 妥 , 见 图 6-10). 


图 -10 
KEER 6.8 还 是 图 6-9 的 情况 ,我 们 都 可 以 设 
一 十 24) (6.10.11) 
(6. 10.11) 式 代入 方程 (6. 10. 3) 得 到 


2 1 IE 十 Dr， 
ies EDA y 
du v du E vc 十 2A 


=0 (6.10. 12) 


pa ras See ots + 如 


对 于 贰 - 结 措 宿 轨 道 , 我 们 仿 56. 9.3) 式 : 设 解 为 
再 ci 一生: 


= 一 一 一 一 一 一 (6. 10. 13) 
[1 + ov wJ 


w 


代 人 方程 66. 10. 12) 得 到 
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yee 区 tigt © A EVE FA bay — bv) 


一 2(a: — + Zab) Jett- + | Br but fei = 2A) 
+ (2a 一 6)? Jeet 一 0 (6. 10. 14) 
KR b=0,(6.10. 14)? 式 化 为 


vc +2A ie yo vert 2A | ate €,) 
2B B B 8 | 
L 2 EA VEFA tacE—F — pi 
2) 2a? + ge + 2p |e = 0 (6.10.15) 
由 此 定 得 
» lev’ z i 
a=- p B= 25 Ve + 24 = 2 
(6.10.16) 
因而 求 得 
ace E E a eS ce 
258 [1 +e pE] 
—.. 3 : : A 
5 al 1 + tanh Toa ĉo] (6.10. 17) 
所 以 


“2 


1 + tanh rss 一 名 3j (6. 10. 18) 


u =u - 


al 
因由 (6.10.16) 的 第 三 式 v= Bp MEFA >A Vc 2A. RL. 
FR (6. 10. 18) 0 22 GE BY AE Kad V-Burgers 方程 (6. 10.1) 的 冲击 波 
fee. BFP) 6-8 描述 的 鞍 - 结 异 宿 轨 道 . 

对 于 毅 - 焦 异 宿 轨 道 , 痊 虑 在 鞍点 附近 , 即 期 6-8 的 右 半 部 分 
类 伺 于 孤立 波 解 . 则 根据 (6. 3. 18) 式 有 


u =u, + (u, — u; )sech? Tana < (€=>0) 


(6.10.19) 
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HP u Al ceo TE C6. 3. 8) RAM RF Ce =e) 4H F] 

uz, =u; =¢ vet + 2A, u = 3e 2 一 < 十 2vc | 2A 
(6. 10. 20) 

这 样 ,(6. 10. 19) 式 可 改写 为 


u= u +3 ve — 2A sech? No 4307 Ê 


jui — uy, 


a eps By Ne ` 5 加 
= uš 十 z i — us )sech? gp $ (€ > 0) 


(6. 10. 21) 
To Pe 焦 异 宿 轨 道 在 焦点 附近 , 邮 图 6 9 的 太 部 分 类 似 丁 衰减 振 
动 . 则 忽略 方程 (6. 10.12) 中 的 小 非 线性 项 而 化 为 下 鹿 线 性 阻尼 振 
动 方程 : 


它 的 解 为 

ul = ane? *coské (6. 10, 23) 
其 中 as 为 振幅 ,而 
ve? + 2A vw “poms yi 


Iz z= RO 5. 10. 24 
k 7 iF dg iF (6. 10. 24) 
因而 
“w= ust: ape? coskE (<0 0) (6.10. 25) 


{E E=0 处 连接 解 (6. 10. 21) 和 (6. 10. 25) 47 vt +3 
+e, Ai 


C+! es 


a=u- ou +3 ve F VA — MEP IA = X Cay us) 


(6.10. 26) 
这 样 ,我 们 最 后 求 得 KdV Burgers 方程 (6. 10.1) 的 男 Amh irit 
解 , 即 用 图 6-9 撒 述 的 鞍 - 焦 异 宿 轨道 为 
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A 1 1 ue DE gs : 
ete ws ns 9 al S a ans, 
ui 7 (ut + uz je cos N 28 af * (€ <= 0) 
u 一 
3 fui = = 
E 十 7 Ca; — u; sech? aj ! 7 Z£ (E> 0) 


C6. 10. 27) 
6.11 KdV-Burgers-Kuramoto 方程 


£0.29 APU 4 tic y KdV -Burgers Kuramoto 方程 、 
MARA on 方程 为 


ou Ou a OU Ou 
ae 572 BSG Pes 7 = 0 (a > 0) 
(6.11.1) 
3 a 
ERER a750 表示 a MY EPIK AREE E 
个 表征 不 稳定 作用 . 
以 行 波 解 (6.1,.2) 式 代入 方程 (6.11.1) 有 
du du, du (sz dtu 


cje tY get ode te gee ee ae (6.11.2) 
KARR E RSP - tk ,得 


= eu + Te tat + eset visa (6. 11.3) 


其 中 4 为 积分 常数. 方程 (6. 11. 3) 也 很 难 直 接 积 分 .与 方程 
(6.10. 3) fH IF). 以 C6.10. ii 11.3). i 


dey! as di —— 
r Ta ma r i P a, 
JE +a oe t3 Ly! 十 YY + 2A w 0 


(6.11.4) 
XE KdV Burgers-Kuramoto 方程 比 KdV-Rurgers 方程 高 - 阶 ， 
所 以 ,我 们 设 
Reet a. 
= Ti 下 (6.11. 5) 
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其 中 Bla 和 六 为 待定 常数 .名 可 视 为 积分 常数 . 
(6.11. DRRAKE. 1.4) :注意 


da’ peie] b Bae e | 
dé =e i [1 + ot? S 1 十 we a! ` i 


tf. 11. 6) 
Sala 二 20)e + 
[1 if eet ons 


ay a y. 
dëu L Ret tol 


de EE 


和 . 2) Sr EY ， 
4 36a ami as ae TET (6.11.89 


El ne ere 各 下 
则 得 到 


Yigs|1 L Se Eat 十 Bes? ay) 平 ee £7 
— Sala’ + 3ab + 36°) 1 p 208% fe erst to] 
X eSP Ae 36a? (a + BL 1 + er GUE  — Bogie t] 
上 Ble 十 Fante- PU gga Eeen $ emt w] 
一 Bala + 2b) 1 + etii ghd all 


x 名 L 12a es i! 平 et &] 


= YO BATT H geti L gemit ews ijg 


(6.11.9) 
ER b0, WCG. 11. DREY 
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w| 


+ VË ~ 2A — 3| Va? Ba + aa — JP PFA 


> 


+ 3(10%a* + 28a? — 20a + Me? F 2A} e™* % 


= | 27%? a 9 fa? + 3aa Jee + 2A j eile Es =% 
(6.11.10) 


由 此 定 得 
er B 12a ae Sap 
a = 127 = 478° Ve -— 2A = pe 好 一 一 2 Jë + 2A 
(6.11.11) 
因而 
B>0, e — Hitay (6. 11.12) 
mi R. 
SENE A L F 60 a 
—— ail Ye + 2A 一 - 一 Dr 
aN a7 at NT 
120 fa 
B = 7 Jar N 二 Ca <2 0,¥ <I 0} 
god ja 7 ss = 60 ba: 
a= — y Vc 十 2 一 RER 
VA NY 47 fag NY 
120 fo | 
a 47 ING (a> 0.7 > 0) 
a (6. 11. 13) 
í paee $ : 
jel 2 ja iia wank 1 fa, 机 p 
a7 Jay NY | 
ui aR (a< 0Y <0) 
15 la j u Ar i 
_ a le in . 
17 Va NT h tanh /了 人 一 全 | 


Ca > 0, Y > 0) 
(6.31.14) 
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i i 六 一 ae 
b 15 pa | 1 (a | 
u: FEIA y |b + tanh — i &) 
rA Er S a a NF z | 
Ce (OP 0) 
u F rc Tr i 
15 ja] f £ | 
ii = = w, 1 < tanh — —— (ê = é) 
in Vir 7 | T 


(6.11.15) 
这 是 方程 (6. 11.1) 的 .个 冲击 波 解 , 很 易 证 遇 


E eto, u >u =e- VIA; 
_ (a < 0,¥ <Q) 


Ge ue Se Ht ve = 3A 
J 


Ca > 0.7 = 0) 


$ ye ake 
Fort, u> eet fe FTA, 
E a as ee Raed Ba J DA 
ae Xa U Ms =E vet H Be 


(6.11.16) 
ER 6=a, MG. 11. 9) 式 化 为 


Ya fa + aa + Vc? FTA — | 187a" + 68a — l 


| 
fea) 


3 vc 十 24| eo 4 3C117Yas 一 Bat — au 


+ Ve PASO 一 (BVa 一 44? + Zaa 
一 tT 9A jeti 一 0 


由 此 定 得 


(6.11.17) 


a= 17 y? 
eA. 3 (6.11.18) 
| ve 十 24 = zy ` & 
= 30 能 
|e 30 y 
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BO, # = l6ar (6.11.19) 
it A 
sae, VEFA =. dia gs B= 12dan y 
: (a <2 0,¥ < 0) 
a—- J, JEFTA = 60), B=— 1200/4 
(a > 0.7 => 0) 
6. 11. 20) 
所 以 
ee eee ae | Biles 
ECEN y sech“ A ~ FAG —€,;) |1 tanh N y (Ê 一 名 ) 


(a <0, Y <10) 


u! 一 < ; | 
. : 1} | NE ok 
15a aj F sech IN Fé Ê) 3 -Htanh aN ŞE ol 
0,7 


(a => 


AEAN 


P +150) $ sech tN eae tnh + jte] 
ta LOY <0) 


cu? — 1504} + sech’ ; NT ef | tanh + i> fo eg )] 


(a > OY > 0) 
(6. 11. 22) 


这 是 方程 (6.11. DR PIR KR 
Etoo uu Set vc 十 24 (6.11.23) 
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若 取 5 一 2c, 则 66.11.9) 式 化 为 
Bat + ABa* 一 2aa vc 十 24 -3017as + Ba: .. aa 


~ Ae ZAM Fe 4! 18% a" o 68a? + SB 


+3 ve? FRA] eo — (Ya? — Bat + aa 


Jo ~ 2At w = 6 (6.11.24) 
由 此 乍得 
a= £ —+ Ve Ve TA =— 308 ， B = 30 z 
(6.11.25) 
内 市 
8<.0, E — lbe (6. 11. 26) 


此 式 同 (6,11.19) 式 . 而 且 


『 一 eae ri 
i@ 天 了 ， i E H 
la = NF, VEFA 6ay? £, B= 120a m 


3 Ca = OY <0 0) 
天 : 
| ~f oe eS DAS ban F> B=— 1200/5 
Ca > DY o> 6) 
(6.11.27) 
所 以 
7 m 1 Lae - i l ja 5 : 
15@ aj 了 sech rN VEO n) " tanh |, ai 7 CE - | 


(Ca 0 <0) 


au! = + pnr 
P 1 a J H fa 
c fe eras. fee! a -UF ~- 
l5a N y sech JA Y c& —€, > 14 tanh TA y (ê €| 
\ Ca OY > 0) 


(6. 11. 28) 
其 形式 加 (6. 11. 21) 式 .最 后 有 
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ui iaa seat 2 ye -6 tanh l 1 dze J 
l (a OY <0) 

fe a 
2 (6 ~&.)|1 -Hanh + [2-8 
| > NY i | 


(a 0,7 0) 
(6. 11. 29) 
其 形式 同 (6. 11. 22) 式 . 类 位 有 


E> tcc, u rut set Yet+2a (6.11.30) 
从 物理 上 分 析 ,KdV-Burgers-Kuramoto ‘fy R RIEK &— 4 
非 线 性 的 耗 散 - 频 散 - 不 稳定 系统 . 如 在 (6, 11.3) 式 中 令 v= w 


adta 
=e M KK 


(Ge ~~ (6. 11. 31) 


IdE oye vw = > — 2cu — 2A) 
其 平衡 位 图 为 
(CH guy sw > = Gel 0,0) 和 (ues sts ewe ) — Cuz .0.0) 
(6.11.32) 
uisus 见 (6. 2. 6) 式 .方程 组 (6.11.31) 在 平衡 位 置 处 的 Jacobi Hi 
BEA 


Í 0 1 0 | 

| 9 9 E (6. 11. 33) 
1 ji g a f 

| 一 y (u c) y 7 


M 而 求 得 在 平衡 位 置 Cxr sur swi ) = ur 0,0) Al Cas v2 W ) = 
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Cus 0,0) 的 特征 方程 分 别 为 


3 = 十 ?二 
p Ext Sat ve > 2 
各 
B+ Eat + Za. a =0 (6.11.35) 


(6. 11.34) 式 和 《6.11.35) 式 部 是 关于 4 的 三 次 代数 方程 . 根 的 性 
质 分 别 决定 子 


R= Se 9 — 26 (6-- 3)? | 
108%*e? i 4(4— 8) 40(4- 6)?} 
(6.11. 36) 
和 
s=“ ae le eee so ail = AG 3) | 
1087Y’e? | 4(4 — 8) 46(4 — e) | 
(6.11.37) 
在 (6. 11. 36) 式 和 (6. 11. 37) 式 中 
=e, = VEER (6.11, 38) 


4 RO A. ACE. 113A SSR Ce .0.0) 为 结 点 或 鞍 - 结 
点 ; 当 民 >0 时 ,方程 (6.11. 30D A—L RATS RR, (us 0,0) 
为 焦点 或 鞍 - 焦 点 .类似 , 当 S0 时 ,方程 (6. 11. 35} 有 三 实 根 ， 
Ge ;0;0) 为 结 点 或 鞍 - 结 点 ;S>0 时 ,方程 (6.11.35) 有 一 - 实 根 和 
LEER Gs 0.0 PRA MRE. 

因为 ,在 (6. 11,. 11) ACG. 11. 12D FRO O.S 0. 
所 以 :由 (6. 11.15) 式 表征 的 就 是 冲击 波 解 ,是 连接 两 个 平衡 点 的 
异 宿 轨道 ;而 在 C6.11.18) 式 (或 (6. 11.25) 式 } 和 (6.11.19) 式 (或 
(6. 11. 26) 式 ) 的 条 件 下 ,RR 之 0,S>0, 所 以 、 有 时 (6. 11. 22) 式 (或 
(6. 11. 29) 式 ?表征 的 是 扳 立 波 解 ,是 从 (2 .0:0) 出 发 又 回 到 该 点 
的 同 宿 轨 道 . 
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6.12 非 线性 Schrodinger(NLS)AK 


在 41.2.16) 式 中 已 经 标记 过 的 非 线 忻 Schrodinger 方程 为 


i + aS + Bin tw = 0 (6.12. 1) 


Ox 
很 有 意思 的 是 , 非 线性 Schrödinger 方程 (6, 12. 1) 也 有 通常 中 有 
线性 方程 4 具有 的 形式 为 
no Ao (6. 12.2) 
的 单 波 解 , Fp) Aco A k SPs Hie «i EP. 
(6.12. 2) 式 代 人 方程 (6.12. 1) 很 快 得 到 频 散 关系 为 

w=ag plAl? (6. 12. 3) 
它 说 明 ; 非 线 性 波 的 频 散 关系 虐 与 波 数 有 关 . 尺 与 振幅 有 关 . 出 此 
求 得 群 速度 为 


dw, 
a 2ak (6. 12.4) 


e Ld 


PI C6. 12.3) 式 是 根据 (6. 12.2) 式 得 到 的 ,所 以 (6. 12.3) 式 可 视 为 
JF 线性 Schrödinger 方程 (6. 12. 1) 的 最 低 阶 的 近似 ,相应 
(6. 12.2) 式 是 它 的 最 低 阶 的 解 . 
寺 非 线性 Schrödinger 方程 通常 表征 非 线 性 的 调制 作用 ,上 所 
以 ,我 们 常 求 它 的 包 络 波形 式 解 , 即 设 解 为 
u = PE, Fe x—eg (6.12.5) 
《6. 12.5) 式 代入 方程 (6. 12. 1) ,得 到 
a E + ilak — c,) gg + (@ —- ak?) + BP = 0 
(6. 12. 6) 
通常 我 们 要 求 $A S08 MOEN HER GE OY ER BW Bi 
这 恰好 是 (6.12.4) 形 式 . 义 考虑 (6, 12. 3) 式 ,我 们 设 方程 (6. 12. 6) 
Hd AY IN ME 
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w- aki = -—Y (¥ >) (6.12.7) 
这 样 .方程 (6. 12. 6) 就 简化 为 


sala y$- Bp = 0 (6. 12.8) 


此 方程 与 (6.4.51) 式 相似 .将 (6.4.510) 式 中 的 ce cisa 8 Sp BI k 
为 一 wy Pou WA p ET G. 12. 8) 5h. 则 类 似 地 分 析 ,我 们 得 
到 下 列 结果 . 

对 十 <0. F>0 的 情况 :我 们 有 


po BY oe.) Taye 4 ` 
—=żkil z S De ee 
= NBO +24) sal a(l pty Ea) ak | 
(6.12.9) 
MR l 时 . 它 化 为 


f 


iY i 
= i pmsl Sg) 12.10 
$ Eaj 3 tanh Ai a En) (6.12.10) 


对 于 a0 80 的 情况 ,我 们 有 


i 1 sr 本 
= i= 2Y i y nr = w 
ENT nce py eo Be 
(6.12.11) 
MRL EEK 
EER 人 ar: NE KONA (6.12.12) 
H Fao PL 的 情况 .我们 有 
boss: TA O ere 
ee | O POT i 
RREN B(2 — k “Nm se 
(6. 12. 13) 
u bl 时 , 它 可 化 为 
= r 
¢=-4 al T z esch NERG - é) (6.12. 14) 
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(6.]2.9) 式 (6.12.11) 式 和 (6. 12.137 式 就 是 NLS 方程 66.12. 1) 
振幅 的 糖 圆 函数 解 ,而 (6. 12.10) 式 (6.12.12) 式 和 (6. 12. 14) oh 
就 是 NLS 方程 (6.12.1) 振 幅 的 孤立 波 解 . 
将 8 代入 (6. 12. 5) 式 就 求 得 了 NLS 方程 (6. 12. 1) 的 解 . 例 
如 ,将 (6.12.12) 式 代入 (6.12.5) 式 , 求 得 
fer py 
us ~ 5 sech ~ 
ERA NLS 方程 (6. 12. 1) 的 包 络 白 立 波 (cnvelope solitary 
wavcs) 解 ,其 图 象 见 图 6-11. 


(E 6) ec (6.12.15) 


图 6H) 
由 (6. 12. 15) 式 知 , 包 络 孤 立波 解 的 振幅 为 
loy 
a= (6.12.16) 


这 样 , (6. 12.15) 式 可 以 改写 为 


a 
u == + asech af aa 一 各) eA (Ex et) 
(6.12.17) 
其 中 


w — ak? — Y = ak — Bat (6.12.18) 


此 式 比 (6.12. 3) 式 更 准确 . 
考虑 由 {6.12.7) 式 求 得 的 粒 速 度 和 本 为 (6.12.4) 式 .这样 ,我 们 
叮 以 把 C6. 12.18) 式 改写 为 


_& 2&8» 2 
ree (6. 12. 19) 


(6. 12.17) 式 可 以 改写 为 


ja re y 
u => asech 4! Bae -Eelam (6.12. 20) 


其 中 
=: = co a c = B 2 ġa 
n = Ww Da 一 da Pi (6.12.21 ) 


6.13 Zakharov 方程 


在 (1.2.22) 式 中 已 经 标记 过 的 Zakharov 方程 为 
E 2 ug lvl’ 


ae ar? Ox? (eBoy BAD 
a. B > 0) 6. 13. 
| 
or Ox" “i 


AS iu Fe He Sy oR BE) Se Sed ,我 们 设 它 为 包 络 波 解 . 而 离 了 数 窗 
ERE ce 取 为 - - 般 行 波 解 . 即 令 

wu=ul&), v= ple O, E= r -et (6.13.2) 
(6.13. 2) 代 人 方程 (6. 13. 1) 得 到 


d'u _ gdyg 
fe 0) ga = B E 
E d$ + ilak — 6) GE + Cw ake)$ — dud = 0 
(6. 13. 3) 
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(6.13. 3) 的 第 一 个 方程 直接 和 分 , 取 积 分 常数 为 零 , 得 
(ci — ciju — BS (6.13.4) 
HETI Wb, Mt SE Ro ER a BOR a ch —cl A A EB 3. 
Bl ogc CEE BOI we RG G o>, GR R A FRG Y- 
(6.13. DARA. 13.3) 的 第 二 个 方程 有 


a ae — 1(2ak Cy F oa (a gk’) 一 Pò = 
dé ee 


(6.13.5) 
其 形式 同方 程 (6. 12. 6). RMU. RNS 


k= 3, we: ek? =— Y (¥ =O) (6. 13. 6) 
则 方程 (66.13. 5) 化 为 
dêg PÒ i > 
+ 一 
a qe + yg ae cit 0 (6.13. 7) 


共 形 式 同 方程 (6. 12. 8). 
BE (6.12.12). BR, Yard. P>0 MTSO Rw 
声速 ;的 条 件 下 ,方程 (6.13.7) 有 下 列 关于 $5 的 孤立 波 解 : 


{27 Ce: — e) Y 
f= i ~ aa fx) sech ape — ê.) (6.13. 8) 


《6. 13-8) 式 代 人 (6. 13. DRAG 13. 408 OR PE oe A 


_, [ae — (ty 


iy vèr w) 
sech al Fa =- Ê oe 


EN Pò 
(6.13.9) 
u =- 2 sech? Ai ” (&— (6.13.10) 


(6.13. DREF v eer 13.10) sR ae aN u 为 
孤立 波 解 . 4 O>OW AF u HM Fa ee AY i L x 

ERA. ERY Langmuir IAF (pit soliton); M 4 80 Al ef 

> ol GBP BO MAREE, ER ARR Ute 是 正 值 . 它 称 
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为 Langmuir 1# $4 f (whistler soliton). 若 它 措 写 非 线 性 光波 ， 
EY NM. F Coptical soliton). 


6.14 Landau-Lifshitz 方程 


#1. 2. 24) sR A pict Landau -Lifshitz 方程 为 


Ou Fw w ot v 4 


z7 a| v By 1 十 pilv 
ou i Mee Pu | ; 
+ — = al —. — $ % F `o 
B= wae = BI (asp >> 0) 
Our al ou On | 
| Of i Br ax?! 


(6. ld. 1) 
为 了 求解 方程 (6. 14. 1) RATE ERR W A R Cer) YE ER H ER 
变换 , TE Be to ter SISE AR RO NA PE PR 
fu = Ssindcosy 
ae Ssindsing {6, 14.2) 
EEIN, 
Ep eA gi rA: MAR. 因为 


(Ou oj ot eh | 
ao S| cosécose z = sintsing 3 | 


i 
Ou si og cal 
=- = S| cosécosg 一 一 4 
E Si cosõeosp 3 Oz | 
| Fu f ab? 2 ad |i 2p) 
ET = = s[ - sinfcos¢ f Sr 2eosdsing| 5 vli dr | 
| + cosbgcosg <4 = sinfcosgi a i a 
(6. 14. 3) 
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BE = Si cosdsing S + sinécose Sz] 
la = | cosbsing 十 a 
— = s|- sindsing| SE Dz | 十 2cosdcos¢) Pe |i | =| 


+ costsing £4 一 - sindsing| Sr] "apy sindcos¢ s] 


(6.14.4) 
È = - Ssing 2 
we Sind x (6. 14.5) 
lew. 一 一 S{ cosal 5” | + sind s6] 


则 方程 (6. 14. 1) 化 为 


a dy 
Or or 


costeosg 2 —sin@sing P — = as| —sing 35 — 2cos*Pcosy 一 


+sindcosdsing| ce" 一 sinbcosbcosg S$ £] + 8H sinĝsing 


m 2 
cosésing a +sinécosp = = as| cosp z — 2cos*@sing S ai 
Fe 
ax’ J 


— sindeosBeosg| all 一 sinbcosbsing ` BH .sinécose 


— sing $ 一 aS “2sinBcos® $ 一 +sin’@ zs] 

(6.14.6) 

(6.14. 6) 的 第 三 式 消去 sing8( 或 者 (6. 14.6) 的 第 一 式 乘 以 cosp. 第 

一 式 乘 以 sing; 然 后 相 加 ) 得 到 一 个 方程 ; 另 一 个 方程 为 (6. 14. 6) 

的 第 一 式 乘 以 一 sinp, 第 : 式 乘 以 cosp, 然 后 相 加 而 得 . 这 样 ,方程 
(6. 14. 6) 化 为 
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00 _ a5) — po 29 28 — sing 221 
a “3| 2cosé Br Ox sin@ | 


|sin8 ct = as| ae 一 singcosdl se | 一 PH sind 


(6. 14.7) 
(6. 14. 7) 的 第 一 式 乘 以 sin0, 第 二 式 适 当 调 换 位 置 , 则 方程 
(6. 14.7) 化 为 


cosh +a 29 OP 

a aS a | sin’ 5. | PEDEN 
.14. 

aS a = sind| 学 + aScos0| £ | + + Br] 


其 次 ,我 们 求 方程 组 (6. 14. 8) 的 行 波 解 , 即 令 
8=0£), p=), F=2a- ct (6.14.9) 
代 人 方程 组 (6. 14. eat 


_ ¿deos? _ sin? sa 
de sal na 
aS o = sing! 一 上 对 十 aScosbl se) + 3H ] 
dê? E if dê! 十 Pr 
(6.14.10) 
方程 (6. 14. 10W AAA E AS BB 
aSsin’@ se ~ ceos? — A (6.14. 11) 


共 中 4 为 积分 常数 . 我 们 考虑 8 二 0 时 , Eaa. 则 由 方程 
(6. 14. 11) 定 得 4 一 cy 因而 方程 (6. 14. 11) 化 为 


dg _ Y(1 — cos?) _ Y 


dé sin?ð — 1-4 cosé (6.14.12) 


其 中 
(6, 14.13) 


(6,34.12) 式 代入 方程 组 (6. 14 10) 的 第 一 式 ,得 到 
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2 2 

d = te ah ae cai: | (6.14.14) 
其 中 
(6. 14.15) 


方程 (6. 14. 14) AP FELL 2 di Seat é 积分 得 到 


i dé} 
ge) 


ai 2 i a See 
=— 2! S'cos8 + 7 =| + 2 (6.14. 16) 


PSD 


其 中 8 为 积分 常数 . 我 们 义 考虑 B= 0 时 SE 0, ATER B= 20" 
十 六 ,因而 方 穆 (6. 14. ssf 


| d8)? - cosĝj 1+ cos@ YS ie. 
| 2 二 一 一 - -一 - Rae ane T / 
jag] = aes ; Feos) 2 PE 11D 


注意 1 十 cos8 一 2cos” rË 1—cos#—2sin® £ ,方程 (6.14, 17 4K 


id 0 | Gis, n2 。 
| desin z) = 2sin’ 2j? — sin 2i (6. 14. 18) 
其 中 
1 一 部 (O L YE :0 <0 1) (6. 14.19) 
若 A 
.8 
y = sin J (6. 14. 20) 
则 方程 (6. 14. 18) 化 为 
| dz) = yb — y) (6.14. 21) 


方程 (6. 14. 21) 在 形式 上 同方 程 (2. 3.198) (a, =F a= 8), 
则 根据 (2.3.199) 式 可 知 , 方 程 (6.14.21)? 的 解 为 


Sin 二 — + Asechbé(é — &,) (6. 14, 22) 


ET é 为 积分 常数 . 由 (6. 14. 22) 式 求 得 
222 


cos = 1 ~- 2h*sech* h(E — €,) ] (6. 14. 23) 
iX BOW FI RM. (6. 14. 23) 式 代 人 方 释 (6. 14. 127 有 
dg 7Y Bsech*bd(& — Ep 7 
dê 2 [1 a ] 一 b sech E 一 é J 
积分 上 式 求 得 ?为 


(6. 14, 24) 


x ; : p aye 
g— f + zË - &) 4 tan ly Tle tanhéé Ce 一 fo) | 


(6. 14. 25) 
HEE p 为 < 一 各 时 2 的 值 . 

根据 (6.14. 23) 式 和 (6. 14. 25) 式 吕 以 求 得 磁化 强度 S Gss 
w). 为 此 , 常 称 由 (6.14.23) 式 表征 的 孤立 子 为 爸 孤 VT 了 (magnet- 
ic soliton) . 24° (O<2 2b?<22) FR J RE WZ FI AR iR. 

应 当 指 出 : 4 B= ON AREG 14. DEA ME TA. 


6.15 Ginzburg-Landau 方程 


在 人.2.17) 式 中 已 经 标记 过 的 Ginzburg-Landau 方程 为 
i ou pá 3 re ku bum - he ae 


其 中 ab 为 实数 ,a,8 BARR. 

Ginzburg-Landau 方程 应 用 很 ) ,但 求解 复杂 ,我 们 分 下 列 两 
种 情况 简单 说 明 . 

l. a—a.+ia.,8= B Hip 

此 时 的 Ginzburg-Landau 方程 为 


. Q : Oui. oe 区 ie ; 
iS + (a, + ia) a + (B +i.) |u: u — be — iau = 0 
(6.15.2) 


与 非 线 性 Schrédinger 77 # (6.12.1) : 样 . 它 也 有 形式 为 
证 (6.15. 3) 


的 单 波 解 ， 
(6. 15. 3) 式 代 人 方程 (6. 15. 2), 定 得 


w= ak — PJA +6, # = EGA- a) 


(6.15.4) 
2. a8 为 实数 ,a 一 0 
此 时 的 Ginzburg-Landau 方程 为 
iS pa S4 + Biultu— bu = 0 (6. 15. 5) 
若 令 
u=ve™ (6.15. 6) 


则 方程 (6. 15. 5 化 为 
;部 十 ca 十 Blol 和 一 (6.15.7) 
这 是 关于 wv 的 非 线 性 Schrödinger 方程 , 它 通 常 有 包 络 孤立 波 解 . 


6.16 KP(Kadomtsev-Petviashvili) 方 程 


在 (1. 2. 26) 式 中 已 经 标记 过 的 KPA. MLR KEM 
KdV 方程 为 
Ə | du Ou ul | cy Fu 7 : 
Sela var TP oa) Saye 0 (8 > 0) (6.16.1) 
HAWS Ss EASE, ET 
u = ut), = ke + Ly — wt (6.16, 2) 
这 里 和 1 分 别 为 x 和 yy 方向 上 的 波 数 ,w 为 加 频率 . 
{6. 16. 2) 式 代 人 方程 (6. 16.1) 有 
dbx | 
k IE 


cal” due 


di du du oy: Ë dèu 
Beg hag ee 2 de 


dal + = 


(6. 16. 3) 
[APA Mt ORS — KR a NS ,得 
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du du diw | ck? du _ 
— wh gg + Ru gg + BR gë + “9 dô O (6.16.4) 
该 方程 两 边 再 对 8 积分 一 次 , 取 积 分 常数 为 零 ,得 到 
k? d’u Col? 
— oku + =u’? + Bkt + —u = 0 (6.16.5) 


由 此 有 


Pele Sur 0 (6.16. 6) 
这 是 (6.4.46) 式 类 型 的 方程 . 将 (6. 4. ORP AN coche 和 局 分 


HAAK ok E 和 与 , 改 为 0, 就 变 成 了 (6. 16. OR. 


B — gk <0, É> 0, M E uk— SESO 的 条 件 下 ,利用 


(6. 4. 47) 式 , 求 得 方程 (6.16. 6) 的 解 为 


p sec 2 BR 0 
| 3| wk — Sr | 
PE K Sux r 
af we — Se) | jut — 30 "P | 
一 -~ esch? FN BE (2 — 4) | 
(u = 0) 
(6. 16. 7) 


这 就 是 KP 方程 的 孤立 子 解 ,其 中 9, 为 积分 常数 . 
若 取 (6. 16.7) 式 的 根 号 内 数值 为 1, 即 


2 =, 
w= p+ SEO (6. 16. 8) 


D WKP HRW FORMER SEE KP TAM MK RRB. A 
线性 KP 方程 有 解 Act TT GB Fl (6. 16, OR 
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M6. 16.7) Laks WH 
3 Pk sech? g (@ — 4) (0 <u S BPA) 


u = 


一 38kescht§ LA — 0) u0) 


(6. 16. 


6.17 准 地 转 位 涡 度 方程 


在 (1. 2.27) 式 中 已 经 标记 过 的 正 正 准 地 转 位 渴 度 方程 为 
oi 
= | 


3 Ə = 
lay ss (6.17. 
其 中 
_ . Æ — sp Te hau chs deep a Beg 
u = ay’ 及 一 ax! q — fa + By + Vie Ay 
(6.17 


方程 (6. 17, 1) 的 行 波 解 设 为 


yg = pE. y), r — gl, y). 二 一 了 一 上 cf 《6. 17.: 


(6.17. D ÈRA SRG. 17. DA 


(eo) Be of = (6.17. 
EE w= — 2 lyr ey) = SEM ACG. 17. 4 可 化 为 
i Jib + ey.g) = 0 (6.17. 
其 中 
ioe Oe Oe Oe ee a 
i Oz ay Oy Ox of Əy Əy Ə 
(6.17. 
为 Jacobi AT. 44 
Y —gp+cey, Q= WY AW + (B — Aedy 
(6.17. 
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6) 


7) 


则 方程 66.17.5) 可 以 化 为 
了 (更 ,Q) =0 (6. 17. 8) 
根据 Jacobi 算 子 的 性 项 可 知 : (6.17. Ry BR OR YE 
意 函 数 , 即 
Q= FCW) (6. 17.9) 
我 们 考虑 一 个 以 原点 人 ,人 一 (0.0) 为 中 心 . 半 径 为 wa 的 加 形 
Wk. AY Q 内 有 形式 为 vi -A 的 Helmholtz BS. WS) AF E 
极 坐 标 
= recos, y = rsind (6.17.10) 
SRT BR YM rH0 有 界 , 应 在 > 一 ce 趋 于 零 ,我 们 取 POH 
W 的 下 列 线性 函数 : 
((— k - AW (r <a) 
FOP) = | i (6.17. 11) 
p -A (r>a) 
Hp kA p WR. XH, ACE. 17. DT FASS BE 
Ve, kE = (By Ae)y rea) (6.17.12) 
BY, — pw, =— (Bd Mody (r>a) (6.17.13) 
因而 , 非 线 性 的 准 地 转 位 涡 度 方程 化 成 了 线性 方程 ， 
方程 (6.17. IDRE P | poe (Rd oo) EY 
_ (Bo + hh) 


Y, — k’ 


rsin + > Jn lkr) CA,cosmé — &,, sine} 
m= 


(6.17.14) 

HER Y, |... = PR NEB 
= (Ba 十 Asc) 
O kJ Cha)’ 


A = 0; A, = 8, — 0 (m — 2,3,°) 
国 而 解 (6.17. 14) 简 化 为 
Ji Car > C8, — Ae) 


Y, = AJr) 一 [+ Sa Ra) oar a sinf (r <a) 


(6.17.16) 
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这 里 Jar) m BK Bessel 函数 .4 为 待定 常数 . 
方程 (6.17.13) 满 足 Y [ods ~ey=crsing( 当然 ye | >0) 的 
解 为 


yY, = rsin8 + SK, (pr) (C,,cosm? + D,,sinm@) 


(B, + Abe) 
p m= 
(6.17.17) 
HP OK, A m 阶 的 第 二 类 变型 Bessel 函数 ,日 
p= = „É 
注意 由 (6. 17. 16) 式 Wy i nie eee WV, ly eV, = » 财 
定 得 


+4 (6. 17. 18) 


(8, + Azc) a 
Di 
pK, (pa)’ £ s 


(m = 2,3,0) (6. 17.19) 


Cy =0, 


内 而 解 (6. 17. 17) 简 化 为 
Jolka) 


_ K. (pr) (Be + àic) E 
F= Aa K Cpaj en) + [r-a aK ral pi sin? 
k K, i 

= A, Ko (pr) + [= _— K, EE easing (r>a) 


| (6. 17. 20) 
在 (6.17.16) 式 和 (6. 17. 20) 式 中 还 有 常数 A。 和 上 :需要 确定 . 


设 在 r=a 处 , an Sie Me ER =h Ki- Koi], 
=r] „Ki — K,= —<xK,, WB Al 


í Jika) = ; K (pa) 
AEG RG ae 
$ . (6.17.21) 
SPE J:(ka) tl 1 | Ket pa) 
Ra J, (ka) ~ ı pal K.(pa) 


由 此 定 得 
A, = 0, &J,(kadK, (pa) + pl,(ka)K, (pad) = 0 
(6.17. 22) 
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HP BOP ARN WE. AVA. ARG 


= [= E i (72 JZ casinð (r <a) 
: (6. 17. 23) 
s -K en | asin? (r > a) 


WH) Fie SA PE He 8 ALP BO 


A 2 es 
. pa al? J. (ha) | 1+ EB: | 7 sind (r <a) 
oy ’ 
| — ca K sing eee 
Ray ra, 


(6.17. 24) 
o BI TARAL PL 6-12, EE TAR We BY BR OY 
ME Hb PE (0 a RET FE ABB ERK (dipole waves). fal BRA AK -Emod 


on). 


Hl 6 12 
(G. 17.23) 式 代入 (6. 17. 12) NACH. 17. 13) 202K MT LE A 
, Jr) 
[| 二: a 
i — cap” i EF Tka) Sind (ra) 
f= Vd =< (6.17. 25) 
— cap” A ce "sind (r => a) 


CG. LF. 2) 式 (6,17.7) 式 和 (6. 17. 9) POOR IE AE AE iy BE A 
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g = 


6.1 


6.2 


6.3 


6.4 
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fu R + BG + cy) 


=So+ [Bw phate (<a) 
fot PP REH ey) = fo +EH ey) (>a) 
(6.17. 26) 

习题 6 


证 明 下 列 KdV 方程 可 以 通过 变换 化 为 标准 的 KdV 方程 


3 
CD) pau iteu (vma, f= a) 


Ox 
3 
(2) ey = 


ot se Agam (8<0) (w=—u, $= — zr) 
证 明 KdV 方程 


Ou du du 、 


通过 变换 上 8 Jaryp 一 +4 Bu 可 以 化 为 


证 明 KdV 方程 


EER ESG) xu =— (34) 230(&) 可 以 化 为 
U” + (6U — bt — 2 = 0 
证 明 mKdV FE 


Qu, ðu „Fu 
a) ap baw aa tE Sa? (a>0,8>0) 


6.5 


1 - 
通过 变换 f=2 ewe ta ER ëa 可 以 化 为 


a Ov FSu 
+ 6v? BE 4 ae 一 0 


A » o ON ga 
(2) S tau ET (a<0.f>>0) 
通过 变换 < 一 有 : so= 士 小 ee "Sy 可 以 化 为 


ou :OU | dy 
a — 8" ag + ap = 0 
证 明 线 性 KdV 方程 


A Oa 
& teget BSS O 


作 变 换 u= (382) UE), E= GBD (a — c) EF 
列 Airy 方程 
uy — (U'+U)=0 
由 此 证 阴线 性 KdV 方程 有 一 个 解 为 
u = (3B) SA, (E) 
其 中 AEA Airy BRU = A;(€) E Ue =o RE 
(&U'+U) =0). 
LEES 
= | Uwas, E = (37V r — cot) 


EHU EWE Airy 方程 ,并 证 明 w = | Ads. 
直接 求 KdV 方程 


Ou Ou Ou 
& 8a, + agi = 0 
BED HG (Al R A AGE AA DL UE A. 


根据 mKdV 方程 (6. 6. LAYS WR AR EH EE ce SHR Ho 
的 平方 成 正比 ， 
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6.9 


6. 10 


6.11 
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证 明 KP 方程 


dju æ ,od 
aa "art a 


通过 变换 : E=— 2 rw ug Ey 可 化 为 


dj Ov Qu Be} Əv 
ala 8 ge + Se] + 3 5 = 0 
验证 解 
Ou Ou _ _ Z 
D are an? u aa A 
Ou du Su | _ 2 本 z — 24t 
a arta O BS ar WO 
, Ou, Ou A 


ou 
人 

,Ou Ou a 1-40 +2it) x 
Die og) lee Tame © 


验证 解 
(1) oe gy Ou 4 =o, = —2ksech’{k(r—4k't) } 
(2) Zata M4 SH Wo, 

w= Ssech" | Fe (ect) | 


Srl Be Seta] +3 55H 0. 

u=— Lésech* | jp ha ly—at) (ao 一 外 二 32/ 有 

证 明 KdV -Burgers A'J Fisher fy @ oJ (LW $ 

(1) KdV-Burgers 方程 (6. 10. 1) 求 行 波 解 所 得 常 微分 方程 

(6. 10,3) GR A=0) fF BR 2 一 2c(I 一 上 ,可 化 为 
a 和 一 ad —v) = 0 


其 形式 同 Fisher 方程 (6. 9, 1) 求 行 波 解 所 得 常 微分 方 


(3) 


#6. 9. 2). 
(2) Fisher 方程 (6. 9. 1) 求 行 波 解 所 得 常 微分 方程 (6.9. 2) 
FER «二 1 一 元 可 化 为 
cz dv ve d'u 
kde k dë 
其 形式 同 KdV-Burgers 方程 (6. 10. 1) 求 行 波 解 所 得 
党 微分 方程 (6. 9. 3). 
6.13 ”证明 KdV 方程 


-cut fue +! =0 


作 变 换 u= SEH EY Miura 变换 ) 可 以 化 为 
ov Ov | Ov 


Be a Be 
6. 14 著称 
op a 
ara 


为 守恒 律 ,p 称 为 密度 ,下 ee 试 求 下 列 方程 的 一 
FER. ,并 指出 密度 和 通 量 . 
= 


eran =0 

o 
(2) Burgers yeu Ey +u = -y aa 
(3) KdV 方程 Eu + eo 3 


(4) mKdV 方程 六 十 we 人 ape “0 


ou 5 Pi y du 
Ox Oat | Br 


(5) Kd¥-Burgers KRZ ~u 


(6) NLS 方程 i OH ag S e+ plu tu=0 
6.15 证 明 Boussinesg 方程 
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6.17 
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证 明 NLS HE 


Be du ay 
ig, tesa + Blul*u =0 


a 
通过 变换 z= ae! u= j Gul 化 为 

in; 十 oe 十 2jz|2 = 0 
RSATAPRBF SORT REN Ae 


l ðu 日 Ou Ou | 


2 Bri "Bzl + “az/ = 9 


ou +u z + 
的 行 波 解 ， 
求 弹 性 介质 中 的 非 线 性 波 方程 
Ou z Ou Ou Ou » Ou 
a Gy? Ox Oat I Sz 
WE WY IE -Gordon FHA mKdV 方程 可 以 五 换 
(1) E 3%-Gordon 方程 (6. 4.1) 求 行 波 解 所 得 常 微分 方程 


(6. 4.3), 作 变换 v= SE al 


Am + Su e +E o (4 为 积分 常数 ) 
ABA mKdV 方程 (6. 6. 1) 求 行 波 解 所 得 常 微分 方 
程 (6. 6. 2). 
(2) mKdV HCG. 6. 1) 求 行 波 解 所 得 常 微 分 方程 (6. 6. 3)， 


] a ; ; f 
EFEM v= JE’ w= 3 gre T= uw, du 


dé 


6. 20 


6. 21 


因而 有 w= — Fos, v= a | se 下 sing ,从 而 化 为 


dn e 


qe gare = 0 


其 形式 同 正 或 -Gordon 方程 (6. 4. 1) 求 行 波 解 所 得 常 


微分 方程 (6. 4.3). 


Beli 
设 u= Tae tA Burgers 方程 
Ou Ou Pu 
a tar “age = 9 
= 
求解 . 
设 w= P(e HEA JRE Schrödinger 方程 
. Du 人 14g 
is, tesa t Biul*e =0 
求解 . 
求 双 曲 正弦 -Gordon 方程 
ae = sinh 
的 孤立 波 解 . 
求 KP 方程 
Ə j Ou Ou Su | „u 


的 孤立 波 解 . (w= k* + 31? k) 


在 正弦 -Gordon 方程 (6.4.1) 中 , 若 取 sinu =u— Tu" Bl 
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a 


NS 
Ol 
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Ou a Fu i 
a faze + Sil we — | = 0 
求 它 的 行 波 解 . 
对 于 KdV 方程 
Ou Ou Ou 
ey, - Bu ar + an 0 
HE BH EAMT R 


u = 2k*osch*kCx 一 422) 
FFE BA A- Cat TALE BE ae 2/2". 
WEAR NLS 方程 
i ou a =e “+ lultn = 0 
月 下 列 所 谓 Ma MTA: 
ala 2m (meost + insind ) i 
ncosht vv 2mar) 1 cosh: 
LP asm AR MAC 一 1 十 ,8 二 2pima 1 
BR. R umae O A iB). AB BKM 
WEH mKdV 方程 


一 ac" 


通过 变换 xz 一 zt on 0) A $ 一 tlan 万 化 为 


(1 十 pi? 3 e+ sel 6 [| a i s35- 
并 证 明 u TUF HOF T Creather) RAT bion MF 
3 kasin kx — wt r Ô) 
下 二 一 ae | cosh lke — wt + 8 5 | 
其 中 
— o — by (RE — 3k), 一 光一 总 (3A3 — RE) 


Ši 和 Os 是 任意 常数 ， 


6.28 SRP OWA YE 


“dé 5 

ee ee 

i dé ep a 

s . (a > OR oe =x ct) 
gy = L2G - HH 


B 
6.29 AHCS. 4. 39950. IERA IE 3% -Gordon 方程 (6.4. 1 的 下 列 解 
y a=0.%= 0.8400 


u=dran es 人] 
(2) a= 0.70. 3<20 
Ce sinhorer 7 


w= dian’ 一 “一 下 一 | 
Ley cashnet a 


其 中 


r= (1— BA, Ae fifen 8 = eh: 了 
6.30 简化 的 Maxwell Bloch 方程 组 为 
CD 证 明 : 4 a50 tf, AA 


并 证 明 : LKR w= 08h BS , m o WE FA- 
Gordon 方程 
F$ 
Ərə 
(2) FEAR: 1 aOR HE a Hoh Bares. 1.1 
有 直列 孤立 波 解 


-= sin 


wlo 


E — asechy ua - et) + 3 | 
其 中 


6. 31 


6. 33 


238 


4 和 人 为 积分 常数 . 
证 明 KP] 方程 


ə | et u ot 3 u 


Gaon Mar tee | Sarr ae 
有 下 列 Zakharov-Manakov Æ #2 PA iz T Crational soliton) 
解 


py —-fF +p? 
(pry + & + pY 
Hop é= pp '+2—3p't.p WEBER. 
Gardner 方程 (混合 的 KdV-mKdYV 4 


玉 一 一 4 


证 明 ; > 


可 化 为 zz) 的 mKdYV 方程 . 
求 NLS 方程 
的 下 麟 形式 的 行 波 解 
u = P(E MOTI E= rct 
其 中 c Mn ERR AEM EEE RR HER 


idg; * 
i Jel 


其中 


; d0 1 


ale a (f= p) 


Fg) = f afm pal C+ Bo + A 
AMR 是 实 的 积分 常数 .说明 在 行 波 解 中 的 孤立 波 解 为 


“u— ael em) sech rid .Qa* 二 al n 一 H| > o| 


16.34 求 另 一 类 NLS 方程 


l Ot On a= 0 
H 4 ae 
u 一 ge Ea r Cyt 
F WE AH D a i E 
PLE) = m — 2k sech?hé 
cotô (E) =- 2ktanhké 


HP m= n=} me ， m>tei| 2 
“6.35 求 反应 扩散 方程 
Ou eu 


Er kull ww)”*—a)=0 


fim: $ urul), EE 二 x et mia =u"), 
"6.36 REMI ROAR 


ey EY — ku = u") = 0 
的 行 波 解 ， 
B 


提示 : Wu “ipet pes 


6.37 求 反 应 扩散 方程 
ou F Fu 
Ot Ar” 


kuí l u) Ci a)— 0 


B 
示 ; A u—ulé).€{2—ct Ñl u— A+. 
提示 : Fu—ulS) f=a—ct Alu aa gi) 
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第 7 章 ， 相似 变换 和 自 相似 解 


尽管 我 们 从 第 2 章 形 始 , 山 经 求 得 了 不 少 契 线性 方程 的 准确 

解 . 征 谋 该 说 .我 们 求 得 准确 解 的 屁 些 方程 相对 士 大 其 的 非 线性 方 

笠 米 进 还 中 很 小 的 .而 及 求解 方法 也 是 很 有 限 的 ,所 以 .更 多 的 非 
线性 方程 只 能 求 近 似 解 或 确定 解 的 渐 近 行为 . 

-个 碳 线 性 售 微 分 方程 叮 以 通过 相似 变换 化 为 一 个 常 微分 方 

Ft A: oR AFR. 而 乒 , 如 果 这 样 的 常 微分 方程 共有 Painleve fe ML. AB 

么 ,这样 的 韭 线 性 往 微 分 方程 谱 是 可 积 的 ,至 少 应 能 通过 相似 变换 


7.1 活动 奇 点 和 Painleve 性 质 


非 线 性 方程 与 线性 方程 自 很 大 的 不 同 . A i OO Es a TR 
性 方 各 的 解 只 存在 同 定 奇 点 ; 它 完 件 由 方程 的 系数 所 网 定 ,与 方程 
的 初始 条 件 或 边界 条 件 巨 关 . 伺 非 线性 方程 的 解 有 更 卡 窗 的 柯 寞 
性 . 除 可 能 存在 国定 痛 点 外 :还 可 能 存在 活动 奇 点 (movable singu- 
lar point), 它 党 全 由 方 狂 的 初始 条 任 上 或 边界 条 件 所 关 定 .下 和 面 举 

Pal ig OH. 
例 1 线性 方程 


Be = (7.1.1) 


fi Sh FETE BY oh OR GA 
ee i=: (7.1.2) 
其 中 有 4 为 积分 常数 .显然 ,x 一 1 El DRH yy 的 极点 . H. 
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力 程 (7.1.1) 如 给 出 条 件 
Yis a = Yo (7.1.3) 


则 由 (7.1.2) 式 定 得 Aya) .因而 (7.1.2) 式 改写 为 


人 
它 过 只 有 一 个 奇 点 (zx 一 1). 因此 条 件 47.1. 3 并 不 影响 线性 方程 
解 的 奇异 性 ,所 以 了 一 上 称 为 固定 奇 点 . 

例 2 目 线 性 方程 

yo 3f (7.1.5) 

也 很 易 直 接 求 得 其 解 为 
= (7.1.6) 
HoH BNET ER WR HB B71. GOA y AR. 同样 . 
BARTS TRELLO WEH- et 、， 因 而 
C71. BERT AL 


Bt oo OS 
加 l= (TC x) 
它 在 在 … 个 简单 极点 am E ,但 这 个 奇 点 依赖 于 方程 所 给 的 
条 作 , 它 称 为 活动 硒 点 . 
非 线性 方程 的 活动 奇 点 也 可 能 是 支点 或 本 性 奇 点 , 现 人 举例 
说 明 ， 
例 1 FRENE 
y =e (7.1.8) 
我 们 很 容易 求 得 它 的 通 解 为 
y — lniz — r) (7.1.9) 
其 中 x W ERA LE I EE ER. 
Gl 2” 非 线性 方程 
y =— yilnyy (7.1.10) 
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它 的 道 解 也 很 容易 求 得 为 
ere (7.1.11) 
Sehr, 为 任意 常数 ,但 它 是 一 活动 奇 点 且 是 本 性 奇 点 ， 
活动 支点 和 本 性 奇 点 统称 为 活动 临界 点 (movabie critical 
point). 
许多 非 线 性 方程 的 活动 奇 点 如 是 简单 极点 , 则 可 以 根据 方程 
中 的 非 线 性 项 确定 极点 的 阶 数 , 现 也 举 - : 例 说 明 ， 
例 1 Riccati 方程 
E. (71.12) 
Re~akVeNeBaAG AWM era WN EERENS y 


Tp te ALR ADOBE. 因此 ,我 们 设 
ya es (7.1.13) 


它 称 为 十 项 分 析 . 
《7.1.13) 式 代入 方程 (7.1. 12) .得 到 
bACe — a) 714) 
比较 上 式 两 边 的 奇异 项 有 b=1,4A=—1. AM. PRC. 112 E 
项 为 
y= ; L (7.1.15) 
项 方 程 (67.1.12) 的 活动 奇 点 为 单 极点 ， 
$1 2 Painleve HP, WATER 
y! = by +x (7.1.16) 
Basa REMI HDA. TE C7. DRA 
人 方程 (7.1.16), 得 到 
ABB 1) (x a) OP? 一 642(r a) x 
(7.1.17) 
be ERA Ma RRA b—2,4=1. Am. C7. 1.16) EW 
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为 
a (7.1.18) 
hiia 1.16) 的 活动 育 点 为 二 阶 极 太 . 

ay LA GE RA; 由 Painleve 所 没 定 的 形式 为 (1.1.9) 式 的 
Painleve 方程 的 活动 奇 点 不 包含 任何 活动 临 办 点 ,全 都 是 简单 极 
点 . 如 果 一 个 常 微分 方程 的 所 有 活动 奇 点 部 是 简单 极点 , 则 称 此 方 
程 具 有 Painleve # Mi (Painleve property). 

也 可 以 证 明 : 如 果 一 个 非 线性 偏 微分 方程 能 用 散射 反 演 法 
(RS 9 章 ) 或 相似 变换 去 求解 ,那么 慌 -只 有 由 这 类 方法 化 成 的 
常 微分 方程 具有 Painleve HM. MA. 这 样 的 一 类 非 线 性 偏 微分 
旋 程 通常 也是 可 积 的 . 


4 一 


7.2 相似 变换 各自 相似 解 


it ulr RAE 
Pu = 0 C7 2 1) 
的 解 , 我们 考虑 新 的 和 白 变 吧 x' 和 4 分别 代替 x A DIA He 中 
TOPE u HEOR u Co RAH. 2.1) CRRA EER. 
H T SK SGX BD RE Bh, FR Af |e Ry BR e. H r r A a EH) 
参数 e 展开, 即 
fz = z HEX lr un) +O) 
i =tt+eT(r,t.u) 7 Ol) CT: 
ls =a + ell(z,t.u) — Ole?) 
SEP XML FRU DIA xot W ee — Bb RR 7. 2. 2) HK 
为 无 穷 小 变换 (infinitesimal transformation). 因为 


=] 
w 
wo 
w 


Ou, , 


a du, 
wuts met Drygt 


He 


ute x 5 247 S| +0 (7.2.3) 
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央 而 将 (7. 2.2) 的 第 .: 式 与 (7.2-3) 式 比较 有 


Ou 4, Ou yy TEESE 
X Be 了 a L (7.2.4) 


ER ARE BBR. DCT. 2 OERE u BB A 
其 特征 方程 为 
dr 出 du 


= 了 7 CC 


Xop gp 
山寺 六 .TT 和 I' 遂 过 不 变 变换 条 件 (7.2, DEREN h X.T 
AU LAPUA Bh PAK ME ITH 1 Ae 
变换 条 件 (7.2.4) 可 以 改写 为 
De 


BU sy X 5 (7.2.6) 
Vid FEAR PREC. 2.5) 叶 以 改写 为 
dr _ dt dx eee 
oS (7.2.7) 


hep X AUT LAR u Al EHP. 2. 1) 求 得 . 而 由 方程 
(7.2,7) 的 第 … 个 等 式 


dz . 


ox (7, 2.8) 
积分 可 求 得 
f(r.) 一 常数 (7.2.9) 
由 方程 (7. 2.7) 的 第 一 个 等 式 
may (7. 2.10) 
积分 可 求 香 
laud) 一 常数 (7.2.11) 
根据 (7. 2. DRA LIIDRI AKA EE Ac, 
E— frst). v= glassy) (ge 


E Alc 称 为 相似 灾 量 ,7.2.12) 式 称 为 相似 变换 (Similarity trans 
formation). (7.2. 12) 式 代入 方程 (7. 2. LBB o HT FW SD 
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方程 通常 具 存 Painleve HR. AE WE ve em grat ORM 
的 w 通常 称 为 方程 (7. 2.1) 的 二 相似 解 (self-similar solution), 
相似 变换 (7, 2. 12) 的 通常 形式 为 


E= alt)z, vl) 一 Ri" (7, 2.13) 


RAE He BR ea 和 0,) 分 别 保持 常数 . 所 以 ,月 相 
似 解 的 通常 形式 为 


ulat) — Bulat) (7.2. 14) 
Wi Be LAY oe) AL CE t SE PT R n 
alt) =e", Plt) =e" (7.2. 15) 
其 中 om 和 为 常数 . 这样, 相似 变换 (7.2.13) 式 化 为 
E = rt". v — ut" (7, 2. 16) 


fe EP BR e 和 ww" 分 别 保 持 不 变 . 下 而 举 BA. 
例 1 线性 热传导 方程 为 


at ə 5 z 
y Tray (一 常数 ) (7.2.17) 
xi = Ar, E = AM, a — At (7, 2.18) 


其 中 À 是 变换 参数 RIER: E Al as 是 常数 . 
(7.2.18) 式 代入 方程 (7, 2. 17), 得 到 


pe | 路]= | (7. 2. 19) 
ah ee eta ARE By PE HA 
a, — a, = 2a — a, (7. 2. 20) 
所 以 有 : 
a, = 2a, (7. 2. 21) 
特别 的 -种 情况 是 (7. 2.20) 式 的 随 端 均 为 零 . 则 有 
a= ta, aa (7.2.22) 


山 此 可 见 , 热 传导 方程 (7,2.17) 在 变换 


oA P =A, ul = Au (7, 2. 23) 
保持 个 变 , 如 取 a =1, W] a=, = 1/2, C7. 2. 23) 式 化 为 
Ee Pe Cr faa. san (7.2.24) 
(A RAR C7. 2. 16078 RAS FHA ER ay OR 
eS a ae C7. 2.25) 


这 里 mAn HE. (7. 2. 24 KALA C7. 2. 25) KAA 


m=- 4, SA (7. 2. 26) 


Hk ay A EAN ABB A ee PAu | SPA BE SE 
FE (7. 2.17) 的 一 种 相似 变换 为 


Emi ee Ot (7. 2. 27) 
fe t 
相应 的 自 相 似 解 为 
u = ivl) 一 r z] (7, 2. 28) 
ae dr a 
(7.2. 28) RR A MG Ge BC 7. 2.17) SA (OMA BROT 
RE: 
de lade AASA 
F TE ae vmi (7. 2. 29) 
这 是 不 难 求解 的 线性 常 微 分 方程 . 
例 2 FREF E 
Ore Ou Pee ys 
Or “bu az 一 0 (7. 2. 30) 
以 线性 变换 (7. 2.18) 式 代入 方程 47.2.30) FE 
geal oe ea sja j= 0 (7.2.31) 
因而 要 使 方程 (7. 2. 31) 与 方程 (7. 2. 30) 一 样 ,只 有 
a -Q 一 和 一 2a, Cia2. 32) 
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如 取 a, =0, UM aoe, C7. 2.18) 式 化 为 


a= Mr, C = At, w =u (7, 2. 33) 
要 获得 (7. 2. 16 ISR A AH ALLE ae oh A C7. 2. 25) 00, AE FF F 
m=-- 1, n=O (7. 2. 34) 


因而 .zt 和 ut" SPR AA. BTV ARE EE A L E 
换 为 

Ê= azt, v=u 7. 2. 35) 
相应 的 自 相 位 解 为 

u = u(ê) =v =| (7. 2. 36) 
(7.2.36) 式 代入 非 线 性 平流 方程 67. 2. 30). BB o (EOW E HE oh 
分 方程 是 

(f+ =o (7. 2. 37) 

S 

ao HL ER 
(7. 2. 38) 


u = u= Ë= 


这 是 非 线性 平流 方程 (7.2. 30) 的 — A EAE. 


x 
f 


7.3 Burgers 方程 


Burgers 方程 为 


Ou ou = Fu ooh és 
ay +u T ae Gv > 0) (7.3.1) 


A {Zil + mja a. | = Ae af ye (7.3.2) 
由 此 有 
Qs — @ — a — 2a, = 2a, a (7.3.3) 
到 而 


a= Q; a =~ Qa, (7.5, 4) 
这 样 ,Burgers ARMA. 比 时 (7.2.18) 式 化 为 
a SN a PSA, on! = ADU (7.3.5) 
hk 47 WY th ROW Burgers 方程 (7. 3. 1) {RIE (scaling) BRR. fE o 
=] 时 , 标 度 变换 化 为 
POA ey PE By: a an (7.3, 6) 
(7.3. SRR ACT. 2. 2350 48 Gil] 
mo pi = ; ra ES i = ; (7.3.7) 
WHE M: TERRE EF wae MSAD cee :分 别 为 常数 .所 以 ,Burgers 
方程 (7. 3. LAA UB HRW 
é = ł “a OE T = thy (7. Ss 8) 
必 也 可 以 视 为 在 (67.3.6) 式 中 取 AAS FC = 1) a RW E th 
为 得 到 的 . 
为 了 使 二 是 无 其 网 的 ,我们 常 采 用 下 列 形 式 的 相似 空 换 : 
E— (avy Er, wv —t tg (7.3.9) 
容易 验 让 ; fe LRA ERE. 与 方程 人 4?.2. OAD ET. 2. 10) 
FiO XO ALO A 
u 


Ka Eak Saks j SAN É 
G. > (7.3.10) 


PLAT BIR 7. 3, SARA Burgers 方程 (7, 3.1) 得 到 


drv ,ede | , May) ity FE 3 
人 
E HEE 
te — (2r) Par ! (7.3.12) 
则 方程 (7.3.11) 化 为 
d'e oi dre)? du gaz du 
Ae ia 2| dé | 26 ge 2u 2 qe = 9 


(7.3.13) 
方程 (7. 3.1502 FAO Painleve HEIR A AHA Euler-Vainleve 方 
248 


程 的 一 类 方程 
ys tani + flrdyy + glade + by 4 co =0 
(7.3.14) 
WH TURIE: 方程 (7, 31DE- AAHH 


2 a | 
Wa 一 e + af = e erfeé (7.3.15) 
其 中 erfed A ih K R ,而 
Re 一 i uda /2u (7.3. 16) 


A Reynolds 数 . 
这 样 , 我 们 求 得 Burgers Tr FTM BOA ft iE Hy 
w= OVA e wp! (7.3.17) 


7.4 Kav 方程 


KdV 方程 为 
Ou ou nn ty oak r 
Ot Fu Ər -ÊS i 0 (P o> 0) (7.4.1) 


与 Burgers 方程 相似 ,对 KdV 方程 (7. 4.1). BEER. 2.18), 
WFO. 4.1) 化 为 
| Oe! 


pol Behm wef Bian | 9B 
(7.4.2) 
由 此 得 到 
a, — @ =a, - 2a, — 3a. —a (7. 4. 3) 
A ii 
a = Fas, a. 一 一 Sa, 5 (7.4, 4) 


这 样 ,KdV 方程 的 形式 不 变 , 此 时 ,(7. 2.18) 式 化 为 
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gl e AT. th SA tt, oul = Xu (7.4.5) 
这 就 是 KdV 方程 的 标 度 变换 . 在 a; 一 1 时 . 它 化 为 
a aA M te Al hy, Al Ae (7.4.6) 
(7.4. BIRIA C7. 2, 25) RAF 


eg ee SS ae 74.7 
m = E 3° Ce 3 (7.4.7) 


出 此 可 见 : 在 标 度 变 换 下 .rt ORA ee? 分 别 为 常数 ,所 以 ,KdY 方 
程 (7.4.1) 的 相似 变换 为 
E=t 3x, u = pu (7.4.8) 
它 也 可 以 视 为 在 (7.4.6) 式 中 取 ASP UE 1) a RY Eu th 
为 得 到 的 . 
为 了 使 所 是 无 其 网 的 ,我 们 常 采用 下 列 形式 的 相似 变换 : 

E = (39) xr, w= 2C3B (7.4.9) 
容易 验 让 ; 在 上 述 相似 变换 下 ,与 方程 (7. 2. AL C7, 2.10) 48 
jie fh) XMUN 


-2 pa 2 7, 
KS U = ai (7.4. 10) 
以 相似 变换 (7.4.9) 式 代入 KdV 方程 67.4, 1) 得 到 
dou deg, ede ot 
de 7 6% ge ~ 2u— Fug — 0 (7.4. 11) 


这 是 :个 可 化 为 Painleve 的 三 ,型 方程 的 方程 . 
首先 ,我们 看 到 .在 方程 (7.4,11) 中 基 忽 略 非 线性 项 , 则 它 化 
为 下 列 线性 方程 


dex 大 dr 
Gee Dae ey 7.4.15 
qe 7S qe eas (7.4.12) 


MAC :个 特 解 为 
dA, 
v = aå dé 
其 中 a 为 任意 常数 .而 ACO) Airy AR. CE Airy 方程 : 
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(7.4.13) 


dA, 


qe fA = 0 (7.4.14) 
这 样 ,KdV 方程 (7. 4.1) 的 自 柑 似 解 为 
u = 2(3B) Ys aA) (7. 4. 15) 
实际 上 ,线性 KdV 方程 
+ cs Se + oe = = 0 (7.4.16) 


就 存在 一 个 包含 Airy 函数 的 特 解 (见习 题 6. 5 ) 为 
u = (BPOPA CBE) (CT 一 cnt)) (7.4.17) 
其 次 RMN BS RIRE AEC. 4.11). FBR 


uv 一 oe w? (7. 4.18) 
则 方程 467.4.11) 化 为 
d? j d'w < ， al ; d i d'w 4 en’ 
gege eT wj tere gE fe a 
(7.4.19) 
方程 (7.4.19) 对 二 各 分 一 次 , 冰 得 
d i cl? 和 wR)dn r 
dé! JE wo Dee *| = Ce? 上 wear (7.4, 20) 


其 中 心 为 积分 常数 . ARNE RK Coch ww Bie em, Me 
一 0, 且 冉 对 二 积分 次 , 则 方程 (7.4. 20) 化 为 
d'w 
dé 
这 就 是 Painleve A P WDB. RER? ROR Feet Pa 
20 Jy 2 EE. BE Ae 急剧 减 小 .从 而 使 我 们 
可 以 忽略 方程 (7.4.21) 中 的 非 线 性 项 ,而 使 它 化 为 


—éw 2ui = 0 (7.4.21) 


oe — êw =0 (7. 4, 22) 
这 是 由 (7. 4.14) 式 表征 的 Airy 方程 , 则 
w = a@A,(é) (7. 4. 23) 


A itt 
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dA, (€) : 


v=a— jE T waite) (7.4, 24) 

ATUL KdV 方程 67.4.1) 的 自 机 似 解 为 
et sl wb) | (7.4.25) 

L dé 


7.5 mKkdV 方程 


mKdV 方程 为 


Ey + an’ ey 4 ou 0 (7.5.1) 
若 作 变换 (7. 2.18) WARS. DEX 
(7.5.2) 
由 此 得 A 到 
Qa —- &, — Q) — 3a, = 3a, - @, (7.5.3) 
因而 
a: = kye Qn =-~ Ba, (7.3.4) 
这 样 ,mKdV 方程 的 形式 不 变 . 此 时 .(7,2,18) 式 化 为 
=A rm At oul — Au (7.5.3) 
这 就 是 mKdV 方程 的 怀 度 变换 , He a 1M EH 
r = À lr, £ =A Ži, w = àu (7.5.6) 
(7.5. AIRA CZ. 2,25) 式 得 到 
ee ee a ee 


由 此 可 见 ; fe eR ES BB are et ab A. PL om KdV 
HH 07.5. 1 的 相似 变换 为 
Se rs gee u (7.5.8) 
它 也 可 以 视 为 在 (7. 5. BERR ASE ECE S DDr 换 为 ,x 换 
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为 v 得 到 的 . 


为 了 使 二 无 量 岗 化 ,在 820 和 wa<0 时 ,将 (7.5.8) 式 改写 为 


E (3-2, u = afm É PGD E) 7.5.9) 


“At 
与 47.6.9) 式 相应 ,不 难 验证 


at 7 
X = 37 Ges 3 


7 


以 相似 变换 (7.5.9) 式 代入 mKdV 方程 (7.5, 1) 得 到 


dea _, dv 
Sse pu eae 
dé dé 


方程 (67.5.11) 对 二 各 分 一 次 有 


d 
= qe) =0 


d?u a 
Jë — 20° + Gu te 


.5. 10) 


其 中 a 为 积分 常数 ,方程 (7.5. 12) 是 Painleve FEP URNES 
2 RAL “和 节 帮 讨论 过 它 的 渐 近 解 . 在 = 和 时 ,方程 (7.5. 12) 的 


渐 近 解 为 
v= aA; (£) 
所 以 :mKdWw 为 程 (7. 5.1) 的 自 相似 解 吕 以 写 为 


u= aj SBMS) angé) 


7.6 正弦 -Gordon FE 


iE #%-Gordon 方程 为 
u y Fu 
or? E or 


TN Tht ee fhe emn Ne a ea se pea 


+ fising = 0 


( 


te 


7.6.1) 


Li: Tre h. 


但 先 作 变换 


À Ag 
E= Fla — cot), 了 一 了 (7 + ct), (Ay = Safeco! 


(7. 6. 3) 
使 正弦 -Gordon 方程 (7. 6. 1) 化 为 
Stay = sinu (7.6.4) 


那么 , 《7.2,18) 式 类 型 的 变换 就 能 实现 了 . 
方程 (7, 6.4) 也 称 为 正统 -Gordon 方程 .对 它 可 作 变 换 


E ané, Y = A ul = atu (7.6.5) 
则 方程 (7. 6.4) 化 为 
A | | = sin(A “nu') (7.6.6) 
由 此 得 到 
a=. a t+a,—0 (7.6.7) 
类 似 于 (7. 2. 25) 式 ,这 里 的 相似 变换 还 要 求 
Ege = EF" uf = uly!" (7, 6.8) 


(7.6. DRA C7. 6. 8X. AB 


ie ges eG (7.6.9) 


as as 


由 此 可 见 :在 方程 (7. 6. A A Beh Sy 和 z SP OL 所 
Li, iE 3%-Gordon 方程 (7. 5.4) 的 相似 变换 为 

E= Ê], v=u (7. 6. 10) 
(7.6. 10) 式 代入 正弦 -Gordon 方程 (7. 6. 4) ,得 到 


d'u du. ee BPE es 5 
bag ap et te e`") (7.6. 11) 


HES 
w(t) = e" (7.6. 12) 
则 方程 (7. 6. 11) 化 为 
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dw _ dw)” al 1 dw 十 


2 s a 7 
dge € dz + gett 1) (7.6.13) 


这 是 Painleve 方程 Pi. 我 们 在 第 2 章 在 一 定 条 件 下 讨论 过 它 的 
解 . 可 以 肯定 方程 (7.6.13) 具 有 Painleve PEM. 

这 里 还 要 强调 的 是 : 正 是 山 于 像 KdV 方程 一 类 的 方程 存在 
相似 变换 ,量变 换 后 的 常 微分 方程 具有 Painleve 性 质 , 我 们 才能 
知道 这 类 方程 是 可 积 的 . 


7.7 浅水 方程 组 


在 (1.2.25) 臣 和 牛 标 记过 的 一 维 浅水 方程 组 为 


Ou Ou oh 

a eA aa 8 N 
oh oh X (7.7.1) 
| i 


对 它 作 变 换 

t! — Àr, fA u' = Mu, = Auch (7.7.2) 
则 方程 组 (7.7.1) 化 为 
OA! | 


l Ea a | 0 
| Pa oe (7.7.3) 
ie e, me 十 一 | = 
山 此 有 
ay, & = @ — 2a,= a, — & G@ — a,—a,—a,—- 4, 
(7.7.4) 
央 而 
a = a, — G3, 2a, — a, (Te 5 
如 取 a, = 0. 则 
@—O0, @ — a, (7.7.6) 


这 样 ,(7.7.2) 式 化 为 


a — Az, t = Ani, u = ue oS h (7, 


对 于 方程 组 (7.7.1) ,相似 变换 要 求 


xi” = at, ut = ut”, Att = hit" (7.7. 


(7.7.7) 式 代入 (7.,7. OR, BF 


m=— l, n~—O (CRTs 


由 此 可 见 , 丰 方程 组 (7. 7, 1) 的 不 变 变换 中 xt A uh PH 


数 , 所 以 .一 维 浅水 方程 组 的 相似 变换 为 


E=x/t, wW =u, A =A (7, 7.10) 
《7.7.10) 式 代 人 方程 组 (7.7. 1), 得 到 
2、 du dh ; 
Me? g teg’ 
Z a (7.7.12) 
u 
aen nnnnad AREMA, HA 
gE ae Tars dé dé ia 
te € g 
=0 (7.7.12) 
| h u— Ê 
因而 
(人 一 人 一 人 一 0 (c= gh) (7.7.13) 
或 
u—-Fete (= Vgh) (7.7.14) 
ATT u—f=c. & 
dx 1 fg dh. eae sf 
dE eo 2A h dé Cu & = Veh) (7.7.15) 
同时 ,(7.7.11) 式 化 为 
d -. di $ = 
Vh e+ VE =’ (u—& = gh) (7.7.16) 


(7.7.15) 式 和 (7.7. 16) 式 联 立 消 大 9 ,得 
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由 此 求 得 


e= Vgh=— 28+ A 


(7.7.17) 


(7. 7. 18) 


(7.7.19) 


其 中 4 为 积分 常数 . 考虑 w= 二 0 时。 二 co 一 MRA 为 静止 时 的 自 


由 面 高 度 ) ,相应 = 后 ,因而 u- -$=c 化 为 条 件 


一 名 一 一 cc 一 ev 


(7.7.20) 式 代入 (7.7.19) 式 , 定 得 A 二 也 co, 由 此 求 得 


或 


A P ~ Bev) (E< 209) 


因而 
wx 一 十 ec 一 二 (二 en) (È < 2e,) 
对 于 ut 一 二 一 c, 有 
du 1 1 
dé 2 
问 时 .(7.7.11) 式 化 为 


(7.7, 24) 式 和 (7. 7. 25) 式 联 立 消去 ,得 到 


(7.7. 20) 


(7.7. 


C7: 


. 23) 


. 24) 


由 此 求 得 
c= /EB = LE +B 


EH BARS) BR. Mu 一 一 一 < 化 为 条 件 


ES, = fos Cty 
(7.7. 29) 式 代入 (7.7. 28) 式 , 定 得 B= Eca BRA 


Lh = —l (ge + 2c) C- E< 2cr) 
3V¢ 
因而 


x =E—c= : CË — ea) (—€< ea) 


综 上 所 述 kA FE C7. 7. DÉS FA 


Ze +e) (€ <2) 
us (È = 2/t) 
|2 E- a (- € < 20) 
和 
f Eyi i 2 "A 
ae CE => 2e) E (5 <. 2¢a) 
9g 7 
h= (E= x/t) 
Ce tor Beton 
(9g 


7, 


(7. 


(7. 


i. 26) 


i. 27) 


. 28) 


. 29) 


. 7.30) 


. 31) 


. 33) 


.34) 


3 题 7 


7.1 说 明 下 和 刚 方 程 在 ~… 定 初 条 件 下 存在 活动 奇 点 
(1) y =1—zy’ 
(2) s=% (提示: y=e”) 
(3) 2y' y"”=3y"? 

7.2 证 明 在 下 列 变 换 下 ,方程 的 形式 保持 不 变 


D Ou oO 
{1) Burgers raS tu an 一 


5 0 


z! =À "z, #t=a*t, u = Au 
全: 
(2) KdV wR tu wag 5370 


z 3a 
t =À 3z, t =A, u = Au 


Bl p, du ez 
(3) mKdV 方程 可 +u IFA 5H 0 
eg =A r, PHA, u = Xu 
u Ou, 
(4) NLS WHI g teatele l= 
x = AT, t a | 2er, uw’ = Ati 


7.3 说 明 KdV 方程 


u + 6u = + a = 0 
有 自 相似 解 
d= 十 (3t) FE), = Gt) x 
7.4 利用 相似 变换 化 非 线性 热传导 方程 
a = Sek a: 
为 非 线性 常 微 分 方程 求解 . 
7.5 证 明 柱 KdV 方程 


有 形式 为 
at 


: £3 
u=- Lj $] O, = Cr) x 


B PE CLR. HEHA: Wa retto SP M A TE 
w= A 
Ha — wtw’ — 0 
ise A REAT FL TAL AR 

u = ol), $= 21" 


试 确定 mn 及 (5) 所 满足 的 方程 


Yu Ou, 
Ma tar 

, Du Ou, ; 
9 Med N cae Pigg as 
(2) i 4, la Dr: B u| u50 


求 KP A 
Oj Ou 6 ou, u i a OM 
Ort oO De es aloe oy: 


的 下 列 撒 式 品 相似 解 


UE), È = zt? — Age 


a a di: vie FSi i 
7 1X =ê, 处 ws en rO, 证 44 was vt ii hu KP 方 


第 8 章 特殊 变换 法 


特殊 变换 法 是 求解 非 线性 方程 ,特别 是 非 线性 偏 微分 方程 的 
一 种 重要 的 方法 , 它 根据 某 些 非 线 性 方程 的 基本 的 特征 ,通过 自 变 
其 变换 、 因 变量 变换 或 自 变 量 和 四 变 量 的 混合 变换 获得 某 些 非 线 
性 偏 微分 方程 的 解 , 甚 至 还 能 获得 所 请 包含 任意 函数 的 通 解 ， 


8.1 特征 线 方 法 
描写 线性 波 或 非 线性 波 的 偏 微分 方程 有 什么 特征 呢 ? 我 们 举 


例 来 说 明 . 
例 1 一 维 线性 平流 方程 


St cy = 0 (co > 0, 常数) (8. 1.1) 
若 作 自 变量 变换 
上 = 并 一 cot，7 一 工 十 co (8.1.2) 
则 因 
Ou Bu du Qu Ou , ou 
ot = a ae 57 9 ox = ae + oF (8. 1. 3) 
方程 (8. 1. 1) 化 为 
du 
an =O (8.1.4) 
它 表明 4 与 #7 无关, 只 与 有关 . 它 的 通 解 为 
u = f(Ẹ) = fla — cat) (8.1.5) 


其 中 是 的 任意 函数 . 
(8.1.5? 式 表示 一 个 以 常 速 度 co 沿 z 正方 向 传播 的 行 波 ,和 = 
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x cot MEE AO AEs Lt Crt) To ERE u |, oar 2B 
状 地 向 工 方 向 移动 -- 段 距离 cot 后 形成 的 , Alt. aS 


u (8. 1.6) 


则 … 维 线性 平流 方程 (8.1. 1) 化 为 


dz 
PPA 0 (8.1.7) 


所 以 ,线性 平流 方程 (8. 1.1) 的 物理 意义 是 ; 第 一 , 它 表 征 u 的 初 
始 扰动 不 变形 地 以 速度 co 向 x 正方 向 传播 ;第 二 , 它 表征 在 非 均 
SIAI u 场 中 ,以 速度 co 运行 的 质点 ,在 运行 过 程 中 保持 自身 的 
不 变 , 这 就 是 通常 所 说 的 波 粒 二 象 件 (wave-particle duality). 


我 们 称 (8. 1.6) 式 为 方程 (8. 1. 1) 的 特征 方程 ,其 中 华 称 为 特 
征 方向 ,特征 方程 (8. 1. 6) 的 解 
三 x 一 cot = 常数 (8.1.8) 
称 为 方程 (8. 1. 1) 的 特征 线 , 在 特征 线 上 w 保持 不 变 ,z 就 称 为 方 
程 (8. 1. 1) 的 Riemann 不 变量 (Riemann invariant). 有 了 特征 线 
和 Riemann 不 变量 的 概念 ,我 们 可 以 把 偏 微 分 方程 (8. 1.1) 的 研 
究 转 化 为 两 个 常 微分 方程 (8. 1. 6) 和 (8. 1.7) 的 研究 ,而 且 后 两 者 
可 以 会 写 为 


dx dt dz 
a mone Rae | (8.1.9) 
这 就 是 形 为 (7. 2.7) 式 的 方程 . 
由 此 可 见 , 对 波动 方程 , 沿 特征 方向 
_ dr 
A= T (8.1.10) 


的 Riemann 不 变量 > 满足 方程 
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从 十 4 你 二 00 (8.1.11) 

例 2 一 维 线性 波动 方程 
APTE (cs > 0, 常 数 ) (8.1.12) 
与 例 1 相同 , 若 作 (8. 1. 2) 式 的 自 变 量变 换 , 则 方程 (8. 1. 12) 化 为 
see =0 (8. 1. 13) 


所 以 ,方程 (8. 1. 12) 的 通 解 为 
p= Ff) + gp = fla — et) + ela t+ cet) 
(8. 1.14) 
Kp fA gaa Ey OE SR. (8.1. 14) 式 表明 : yE 
以 速度 co 没 工 正方 向 传播 的 右 行 波 (OM RE co x Rl 
传播 的 左 行 波 sO E h. 
显然 ,方程 (8. 1.12) 有 两 组 特征 线 

=r- coi 二 BM. =x + cet = 常数 (8.1.15) 

它们 分 别 满足 


dE L c, deo (8. 1. 16) 


对 于 方程 (8.1.12) ,我 们 如 何 把 它 化 为 (8. 1. 11) 式 的 标准 形式 并 
获得 特征 线 和 Riemann 不 变量 呢 ? 如 果 我 们 令 
d ed (8.1.17) 


u = V = Ca = 
dr’ ° Ox 


则 方程 (8.1.12) 可 以 化 为 下 列 x Ae 的 对 称 方程 组 : 


ou wy 

ot eo 3z 

ay du (8.1.18) 
a he, 


TO 在 数学 上 ; 比 (8.1.11) 式 更 一 般 的 Riemann RAB WE Zya Zf. 
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为 了 使 它 化 为 (8. 1. 11) 式 的 标准 形式 ,我 们 用 a 和 8 分 别 去 乘 方 
BAC. 1. 18) 的 第 一 式 和 第 二 式 , 然 后 相 加 ,得 到 


[= Sf — Bes SK) + (eS — te, 52) = 0 (8.1.19) 
这 里 a 和 8 -- 般 是 xz,tyusv 的 函数 ,也 可 以 是 常数 .我们 选择 a 和 
8 使 它 化 为 形式 


zj aF |=0 (8. 1. 20) 


en e ep 


别 当 a 和 为 常数 时 ,看 得 尤为 清楚 . 
比较 方程 (8. 1. 20) 和 (8. 1.19), 我 们 有 


one: 

(8.1. 21) 
ca + AB = 0 
这 是 关于 a 和 8 的 齐 次 代数 方程 组 . 要 使 a,8 有 非 零 解 . 必要 而 月 
有 a,P 的 系数 行列 式 为 零 , 即 

A co = 

iG =0 (8.1.22) 
由 此 求 得 

=c (8. 1. 23) 


对 于 A 二 co, 由 (8. 1. 2D RRE 8 二 一 a, 则 (8. 1.20) 式 化 为 
/日 3 
E 二 co ox 
对 于 A=— eo, HB. 1. 2D ORB 8=a, 则 (8.1. 20) 式 化 为 


(u—v)=0 (8. 1. 24) 


las és 5c] (e+ 0) = 0 (8. 1. 25) 
F, -- SERED oh (8.1.12 At Riemann ABE: 
í 9 oy 
(8. 1. 26) 


d 
T =~ co D ie 
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事实 上 ,对 于 对 称 方程 组 (8. 1. 18), 若 令 
| zë) 0 一 ĉo 
w=("), =| (8. 1. 27) 
v | — by 0 
则 它 可 以 改写 为 
LLAS =O? (8. 1. 28) 
矩阵 4 的 特征 方程 即 是 (8. 1. 22) 式 ,而 特征 值 即 是 (8. 1. 23) 式 . 
如 果 方程 (8. 1. 28) 中 的 A 可 以 是 xz,t 和 w 的 函数 ,但 与 红 


和 2 无 关 , 则 方程 (8 1. DATEN oe HB ARF wË 


非 线性 的 ,这 样 的 方程 称 为 是 拟 线性 方程 (quasi-lincar equation). 
Fa ERE 4 的 特征 方程 可 以 确定 特征 方向 或 特征 值 ,用 类 似 于 获得 
(8.1. 24) 式 和 (8. 1. 25) 式 的 过 程 去 确定 Riemann 不 变量 .下 面 举 
四 鲍 说 明 . 
Sli 一 维 非 线性 平流 方程 
Bu 
or 
这 是 最 简单 的 一 个 拟 线性 方程 . 
显然 ,方程 (8. 1.29) 的 特征 线 满足 


= 年 = “xz 《8. 1. 30) 


与 (8. 1.6) 式 比较 即 知 ; 这 里 4 不 是 常数 . (8. 1. 30) 式 代入 方程 
(8. 1. 29) ,得 到 


+u% =o (8. 1. 29) 


du 
de ~ 9 (8. 1. 31) 


= po d 
它 表 示 沿 特征 方向 池 二 w(x, 四 的 任 一 条 特征 线 (x 一 wt 一 常数) pu 
ou Ow p 
O 在 数学 上 , 比 (8.1.28) RE MMAR S +A s+ E= AREE 
BRE. 
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KE AS ZR AY , Bile SE Riemann 不 变量 . 
类 似 于 (8. 1. 2) 式 ,我 们 若 令 
Ê= r— wri)t, Qoeatulscyt)t (8.1.32) 


A 
{ _ Ou, w Ou , du 
ou “(7 eet ag! du Æ t 39 
w |. w oul’ Or | u , oul 
1 | ae + Sy I ‘| ae + By! 
(8. 1. 33) 


则 一 维 非 线 性 平流 方程 (8.1.29) 化 为 下 列 简 单 的 一 阶 线性 偏 微 分 
方程 : 


Se = 0 (8. 1.34) 
所 以 , 通 解 为 
u = f(Ẹ) = flr — ut) (8.1. 35) 
其 中 了 是 任意 函数 . 
如 果 给 方程 (8.1.29) 以 初 条 件 ， 
u |=0 = uolT) (8.1. 36) 
则 F(z) 二 wolz), 因 而 (8.1.35) 式 改写 为 
u = ult — ut) (8.1.37) 


它 表 示 初 始 扰动 u(r) ARE u 向 工 方向 传播 .但 因为 x REE, 
因此 ,在 初始 扰动 w(x) 上 每 一 点 经 一 定时 刻 移动 的 距离 是 不 同 
的 ,因而 随 着 波 的 传播 ,初始 扰动 将 发 生变 形 ;到 足够 长 的 时 间 以 
后 ,同一 个 zx 会 出 现 多 个 x 值 , 即 zx 成 为 多 值 函 数 , 从 而 出 现 不 连 
Se, EP RE Di oh BE LP 8-1 CPR ts >t, >t, > 0). 

所 以 ,在 这 样 的 情况 下 ,不 论 初始 xzo(z) 如 何 光 滑 , 非 线性 平 
流 方程 (8.1. 29) 初 值 问题 的 连续 光滑 解 ,只 能 在 局 部 范围 中 存在 ， 
而 在 某 些 点 上 ,特别 是 上 充分 大 时 , 解 是 不 连续 的 ,这 种 解 称 为 弱 
解 或 广义 解 , 它 允 许 解 存在 不 连续 地 跳跃 ,在 流体 力学 中 称 为 激 
波 ; 相 反 , 非 线性 方程 初 值 问题 的 连续 光滑 解 称 为 强 解 . 
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Ys 


图 81 
最 后 还 要 说 明 的 是 : RED E FE A DO BR BEY AE 
线性 方程 是 不 成 立 的 . 
非 线性 平流 方程 初 值 问题 除 出 现 激 波 现象 外 ,还 会 出 现 别 的 
现象 .例如 ,我 们 令 


u = X(T (t) (8. 1. 38) 
代入 非 线 性 平流 方程 (8. 1. 29) B 
AT =- X' = ARRO (8. 1. 39) 
由 此 求 得 
as TCO) 
T= TF ATO (8. 1. 40) 
TERR a p= uo (a=T (OX Cx) (8. 1. 40 RRA CB. 1. 39) 式 求 得 
= u(x) u(x) 
u = FATO I (8. 1.41) 
其 中 
= 1 
t = ITO (8. 1.42) 
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HAT RL, AO, W =t, Hour oo, ERHARD RAR 
(blow-up). fT A. 4 t<i 时 ,在 任 一 点 上 与 ko WS MY tz, 
How 与 ze 反 号 ,从 而 出 现 了 反 向 转变 . 

将 方程 (8. 1.29) 扩 展 , 对 于 非 线性 方程 


Ou Ou 

a + 6h ar 二 0 (8.1.43) 
满足 初 条 件 (8. 1. 36) 的 解 显然 为 

u = u(x — clu)t) (8.1. 44) 


例 2 一 维 不 可 压缩 流体 的 运动 方程 ,连续 性 方程 和 绝热 方 
程 可 以 写 为 


Ou Ou 

yx “de 0 

Sp gen 

a =r ay =0 (8.1.45) 
ag L 

at ua 0 


其 中 xyp 和 8 分 别 为 速度 .密度 和 位 温 . 设 它 们 的 初 条 件 是 
zt: 一 to 人 lz)， plio = PT), Olio = Alr) 
(8.1. 46) 
显然 ,方程 组 (8. 1. 45) 的 第 一 个 方程 可 以 独立 地 求解 , 且 依 
《8. 1.37) 式 , 它 满足 初 条 件 的 解 为 
u = ulf), ÊS rut (8.1.47) 
MK (8.1.39 RA 


Ou _ uH 

a IF tr ce) (8.1. 48) 
据 此 , 设 p 和 8 的 解 分 别 为 

2(é) 6 AE) (8. 1. 49) 


PIEEO O 1+tu de) 
其 中 a OM 8(E) 不 难 由 初 条 件 分 别 定 为 EA GCE) TU p 和 
9 的 解 应 为 
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eA AG 
Cantey OT TF t dee) 
$i) 3 B 2.25) 蕊 ?可 以 写 为 
Qu, Əh 
arrats Br 
i (8.1.51) 
A tush t hR = 0 


其 中 和 分别 为 速度 和 自由 面 高 度 ,g 为 重力 加 速度 . 
以 < 和 8 分 别 去 乘 方程 组 (8.1.51)? 的 第 一 式 和 第 二 式 , 然 后 
相 加 ,得 到 


[oS + Cau + ph) Z |+ [ez + (ga + Pu) 3" |= 0 


(8. 1. 52) 
RR 1. 52) 式 化 为 
-EF se} + a[ 2 + ast] = 0 (8.1.53) 
REA (8.1.53) (8. 1.52), RNA 
eee vis 
(8.1. 54) 
gat (u-—-AP=0 
由 此 有 
u— À h | 
=0 (8.1.55) 
g u—Aa 
这 就 是 方程 组 (8. 1. 51) 的 特征 方程 ,而 特征 值 为 
d= sute (c= Veh) (8.1. 56) 


对 于 AH=ute KS pa tan EasmF A=u—¢ RF B= 一 a 


二 二 fa, 将 4,a 和 8 一 并 代入 方程 (8.1.53), 分 别 得 到 
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(Or, or, 
Ət +o) Ox 
(8.1.57) 


其 中 
ry =ut 2e, ra=u— 2e 人 一 VER) (8.1.58) 
分 别 为 沿 特 征 方向 坚 一 x 十 c MISE =u —e 的 Riemann 不 变量 . 


对 浅水 波 而 言 , 初 始 是 静止 的 ,深度 为 理 , 即 
u l= = 05 hl- = H = 常数 (8.1.59) 


在 图 8-2 Wart) ER Ee EGO u=0 M cHo=vV eH. 


t=O, u =O,¢7 co 


图 8-2 
对 二 图 8-2 中 的 特征 线 CGE Su tes EREE EAKR 
水 波 , 由 《8.1.57) 式 知 ,在 Ci 上 


ut 2c = BRK (8. 1. 60) 
由 对 C, 上 的 任意 两 点 和 4 和 BB 有 
ua + 2ca = Us + 2c8 (8.1.61) 


但 通过 A 和 B 各 有 一 条 特征 线 Co 学 =u 一 c, 它 表征 向 左 传播 的 
RKE. AC, 线 必 然 从 Zz 辅 出 发 ,由 (8. 1. 57) 式 知 , 在 C: E 
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u— 2c = 常数 = 二 一 2c, (8. 1. 62) 


因而 有 
ta — 2c4 =— 2eq = up — ep (8.1.63) 
(8.1. 6D M (8. 1. 63) 式 联 立 有 
ua — Ugs Ca = Ck (8. 1. 64) 


它 表示 ,在 向 右 传播 的 浅水 波 的 特征 线 C, kou 和 * 均 保持 不 变 、 
而 且 由 (8.1.63) 式 知 z 与 c 之 间 的 关系 为 

u = 2fe — eo) (8. 1. 65) 
这 是 向 右 移动 的 浅水 波 中 流体 的 速度 . (8. 1. 65) 式 代入 方程 组 
(8. 1. 51) 的 第 二 式 ,得 刘 


oh Əh 
EN + (3c 一 2c) T 0 (8. 1. 66) 
其 形式 回 方 程 (8.1.43). 由 此 求 得 
h =h), Ê= x (3c 一 2c0)t (8. 1.67) 


这 是 向 右 传 播 的 浅水 波 自 由 面 高 度 的 隐 式 解 - 
例 4 含 阻 尼 的 非 线性 平流 方程 


X tu + au =0 (8. 1. 68) 


它 是非 线 性 平流 方程 (8.1. 29) 加 上 阻尼 项 au 得 到 的 . 应 用 
(8.1. 30) 式 ,即今 “一 竺 , 则 方程 (8.1. 68) 化 为 
H+ au = 0 (8. 1.69) 


设 初 条 件 仍 为 (8. 1. 36) 式 , 则 方程 (8. 1. 69) 满 足 初 条 件 (8. 1. 36) 
的 解 可 以 写 为 
u =e “uo(é) (8. 1. 70) 
其 中 
G=2—uF(t), FO) 一 0 (8.1.71) 
{8. 1.70) 式 代入 方程 (8. 1. 69) 得 到 
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=~ —aF=] (8.1.72) 
Al FA FCO) =0 求 得 


Fa) 一 二 (ex 一 1) (8.1.73) 


8.2 因 变 量 或 自 变量 变换 


本 节 讨 论 一 般 的 二 阶 非 线性 偏 微分 方程 


j Ou du Fu Fu Fu 
P| tryst, 


| (8.2.1) 


HHiachly AARE, u 为 因 变量 . 
《8. 2, 1) 式 类 型 的 一 些 方程 可 以 通过 因 变 量 或 自 变量 变换 求 
得 通 解 . 也 可 以 作 些 假定 求 得 特 解 .下面 举 几 例 说 明 . 
例 1 非 线 性 Laplace 方程 
V (klu) Vu) = 0 (8.2.2) 
其 中 Vv 为 关于 工 和 y 的 二 维 Hamilton BF. 
我 们 可 以 作 内 变 基 变换 , 令 


v = F(u) (8.2.3) 
使 "满足 线性 Laplace FH: 
Viv = 0 (8.2.4) 
因为 
vw = E qu (8. 2.5) 
则 代 人 方程 (8.2.4) 得 到 
v- E Vu) = 0 (8.2.6) 
方程 (8. 2. 6) 与 方程 (8. 2. 2) 比 较 得 
klu) = ar (8.2.7) 


A at 
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v = PGS = | kod (8. 2. 8) 


其 中 zx 是 --- 任 意 参 照常 数 . 这 样 , 关 于 zx 的 非 线 性 Laplace FH 
(8. 2. 2) 的 求解 就 化 成 了 关于 vw 的 线性 Laplace 方程 (8. 2. 4) 的 求解 . 
比如 天 (az 一 za 天 一 1)》 ,而 县 求解 下 列 第 一 边 值 问 题 


“(ur Vu) = 0 
(8. 2.9) 
uls =f 
则 先 由 (8. 2. DAR B 
“= 过 aH — ust) (8. 2. 10) 
然后 再 求解 
Vi 一 0 
| (8.2. 11) 
vls= Hot — uy) 
由 此 解 出 vv 后 代 问 {8.2.10) 式 即 可 确定 u. 
例 2 Monge-Ampere 方程 
2 2 2 2 
ae 3 ES =0 (8. 2. 12) 


这 是 普遍 的 Monge-Ampere 方程 (1. 2. 2) 中 的 最 简单 的 情况 . 若 
s 
Ou _ Ou 
dr v” oy 
PR Se = SY , 则 方程 (8. 2. 12) 化 为 
w Ow dw dv 


= w (8. 2. 13) 


Jows Be Se = (8. 2.14) 
上 式 成 立 只 有 
vS Flw) (8. 2. 15) 
Bp 
EEA T 
= FÍ =| (8. 2. 16) 


273 


jx FE ,Monge-Ampere 方程 (8.2, 12) 就 化 成 了 方程 (8. 2. 16) ,而 方 
程 (8.2.16) 通 常 是 比较 容易 求解 的 . 
例 3 非 线 性 方程 


A 二 0 (8. 2.17) 


车 作 变 换 
u = F0), 7= y+O(r) (8. 2. 18) 
其 中 下 和 G BERR. 
(8. 2. 18) 式 代入 方程 (8. 2. 17) 得 到 一 个 恒等式 
E E'G (2) — F' (MG (2) F" =0 (8.2.19) 
这 就 表明 : 非 线性 方程 (8. 2. 17) 的 通 解 为 (8. 2. 18) 式 . 
例 4 不 可 压缩 流体 的 边界 层 方程 为 


《8. 2. 20) 


其 中 和 ww 分 别 是 x 和 wy 方向 上 的 速度 ,vy 为 精 性 系数 . 
由 方程 组 (8. 2. 20) 的 第 二 式 ( 连 续 性 方程) 可 以 引进 流 哨 数 


-Æ , 9% 
u=- 3 "=a (8. 2. 21) 


这 样 , (8. 2. 20) 的 第 一 式 ( 运 动 方程 ) 化 为 
ad SP WQ ay oy 
Oy Ordy Ər dy’ oy 
它 的 左 疯 与 方程 (8. 2. 17) 的 左 端 形式 相同 . 这 样 ,我 们 可 以 选 (8， 
2. 18) 式 类 型 的 解 作为 方程 (8. 2.22) 的 解 , 即 


(8. 2. 22) 


p= Fy, =y +G) (8. 2. 23) 
3 
但 要 求全 一 0. 即 可 以 选择 
F) = af 4-694-¢ (8. 2. 24) 
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其 中 abc HBR. 
BIS 非 线性 方程 


ap oray Dy nr t (8, 2. 25) 


这 是 方程 (8. 2. 17) 中 的 z 与 y 对 换 形 成 的 . 所 以 ,方程 (8, 2. 25) 
的 通 解 可 以 写 为 


u =F), §=24+Gy) (8. 2. 26) 
例 6 非 线性 方程 
Ou Ou Ou 
显然 , 它 有 通 解 
u = F(x)G Cy) (8. 2. 28) 
7 Liouville 方程 
在 (1.2.1) 式 中 已 经 标记 过 的 Liouville 方程 为 
=e" (8, 2. 29) 
它 可 以 视 为 是 非 线性 常 微分 方程 (2. 5. 24) 的 扩展 . 类 似 ,我 们 作 变 换 
u = Inw-? (8. 2. 30) 
代 人 方程 (8. 2. 29) 使 它 化 为 
Fw Ow dw 1 
wardy dr ay -3 《8. 2. 31) 
将 (8. 2. 31) 式 的 两 边 对 x MAR 
Ow Ow Ow Of 1 Ow) _ 
WanDy or oy. 或 Slt a) =0 
(8. 2. 32) 
因而 有 
ou 一 r(z)w (8. 2. 33) 


HLH ribs HERBK. 方程 (8. 2. 33) 是 ww 关于 xz 的 二 阶 线性 
方程 . R w(x) 和 ww;《x) 是 方程 (8. 2. 33) 的 两 个 线性 无 关 的 解 , 则 
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方程 (8. 2. 33) 的 通 解 可 以 写 为 
w= Clywir) + CLCy) we, (2) 


(8. 2. 


BPC WA CWE y HERR. (8.2. 34) 式 可 以 改写 为 
w= XY )vlz,y), vlzry~) = f(a) + ely) 


He XC) YO) fo A gy BEE BR. 
(8. 2. 35) 式 代 人 方程 (8. 2. 31) ,得 到 


YPP Ws!) = > 


= l aS 1 
XY = NFO |, w oe 


因而 求 得 


2 


Ox Oy 
(8. 2. 37) 式 代入 (8. 2. 35) 式 求 得 
bres v £) + go) 
w æ v2f ag y) 
Ox oy 
所 以 ,Liouville 方程 (8. 2. 29) 的 解 为 
pè 2 a 
ee z Oy = In| 2f' (eg! (y) 


v 


LA + gC 


| 


很 易 证 明 ， Liouville 方程 (8. 2. 29) 的 另 一 明显 的 解 为 


= Inf 2c + tan'v) a 


类 似 , 对 于 形 如 
Ou ie _ 
Sro = ke" (k= BR) 
的 Liouville 方程 ,显然 有 解 
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w 
Ər Oy 


《8. 2. 


(8, 2. 


(8. 2. 


(8. 2. 


(8, 2. 


Je. 2. 


(8. 2. 


34) 


35) 


36) 


37) 


38) 


39) 


41) 


_ 7]. 2f' (rg'(y) | 
ku? = a Raves + giy) P| 《8 242) 
和 
» dv æ 
PA Or oy = In| 2f' (x) eg’ Cy) 
keos?u kcos*[ f(z} + gy) ] 
(8. 2. 43) 
又 如 ,对 于 形 如 
Ju Fu 
的 Liouville 方程 ,可 以 通过 变换 
Fax—y, yearty (8. 2. 45) 
化 为 
Fu i ia, 
Soy =A e (8. 2. 46) 
这 样 ,方程 (8. 2.44) 有 解 
s& 
"EE o Əy = In| 8f (2 — ye'(x + y) | 
Av? AL fitz — y) + gla + yf 
(8. 2.47) 
和 
EE 
u= In| 2 7 = in 87 (x — ndg (ty) | 
= Acos?v rcos*[ f(z — y) + glx t+ y)] 


(8. 2.48) 
例 8 定常 的 轴 对 称 涡 旋 
应 用 柱 坐 标 系 (xr,9,z), 设 vw,vo 和 za 分 别 为 径 向 速度 . 切 向 
速度 和 垂直 速度 ,如 和 2 分别 为 压强 和 密度 , 则 运动 方程 和 连续 性 
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方程 构成 的 方程 组 可 以 写 为 


1 2 + = 0 
(8. 2, 49) 


其 中 天 RAT MRA RM, RHR. 
Burgers RE: v Mu 只 与 + 有 关 ,w 只 与 zx 有 关 , 则 方程 组 
(8. 2. 49) 可 以 化 为 


(8. 2.50) 


Burgers 进一步 假定 w 是 z 的 下 列 线性 函数 ， 
w= 2az (a 人 0 常数 ) (8.2.51) 
则 由 方程 组 (8. 2. 50) 的 第 三 式 求 得 


oe 一 一 da’pz (8. 2. 52) 
省 


而 由 方程 组 (8. 2. 50) 的 第 四 式 求 得 
v, =— ar (8. 2. 53) 


方程 组 (8. 2.50) 的 第 二 个 方程 可 以 化 为 
din 1 <u) = dr (8.2.54) 


(8. 2. 53) RRA CB. 2. 54) 式 ,注意 7 二 0,ve 应 有 异 , 则 积分 求 得 
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Us = 


Pi 
Pli-e®) Game (8,2.55) 


而 由 方程 组 (8. 2. 50) 的 第 一 式 求 得 
p = pi — Elar + a's") 十 p|? Zir (m= 常数 ) 


(8. 2. 56) 

如 此 求 得 的 方程 组 (8. 2. 49) 的 解 称 为 Burgers 3 E W WER. 
Sullivan 对 Burgers 的 涡 旋 模式 作 了 改进 . 他 也 假定 vw, 和 vs 
只 与 > 有关，, 但 世 为 一 只 与 > 有关 的 函数 与 x 的 乘积 ,这 样 ,方程 


组 58. 2. 49) 化 为 

ov, Ve _ 1 Op ro) 2 
% 可 ae Te +K S| Srv) | 
w Separ he 
= Sow = K 2/4 5 (rey) | 

dw ew _ 12 gl Af aw), Fw 
ere Sar = 
六 (re) +8 (rw) = 0 

(8. 2.57) 


Sullivan 进一步 假定 : 
v, = Fir), w= 2azG(r) (8. 2. 58) 
其 中 R(x} 和 G(r) 是 + 的 待定 函数 . 
Sullivan 又 规定 ,在 现在 的 情况 8. 2. 52) 式 仍然 成 立 , 这 样 ， 
方程 组 (8. 2. 57) 的 第 三 和 第 四 两 式 化 为 
dG [> dG’ 


FO + taG? = 2a +K+ 5 |r 


dor) + 2arG = 0 
这 是 包含 和 G 的 非 线性 方程 组 . 考虑 到 Burgers 涡 旋 解 的 基本 
特征 ,求解 方程 组 时 ,可 以 设 
=A, + Ar + Ar? + Ae” 
G = B, + By + By? + Be 


ari. 2.59) 


(8. 2. 60) 
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代入 方程 组 (8. 2.59), E4 


A, = 6K,A, = 0,A; =— a,4,= 
(8.2.61) 
B, = 1,B, = 0. B; am 0,B, =— 3 
因而 求 得 
v, 一 一 ar 十 SK, —e ae) 
(8. 2. 62) 


w= 2az| 1 — 3e de 
再 由 方程 组 (8. 2.57) 的 第 一 和 第 二 两 式 求 得 
a fo LH ar /2K)/H (02) ] 


2 en: 
P= fo fjar 十 4a?z? + 36 La = et ef ar 


(8. 2. 63) 
其 中 


r Ei T 
Hars [exp ceja f 1 二 dr)dé (8. 2. 64) 


如 此 求 得 的 方程 组 (8. 2. 49) 的 解 称 为 Sullivan 两 图 涡 旋 解 . 
例 9 Born-Infeld 方程 
在 (1. 2.20) 式 中 已 经 标记 过 的 Born-Infeld 方程 为 
[< ou" Ss Ou Ou Fu E a (Z) le 


+2 x 


lot} Jax? ar Ot r ox} Jor? 
(8. 2. 65) 
BR 
二 一 工 一 cot， =x Hct 《8. 2. 66) 
注意 
Ou (Ou ul Ou Ou , ou Fu u eu 
a ~~ | 5 a) Se Tae tap ara Ol Be Set 
By =f E 
(8. 2. 67) 


则 Born-Infeld 方程 (8. 2. 65) 化 为 


2 a2 
| 让 = 2(1 +2 Se ot) TI T 
(8. 2. 68) 
`x = 0 (8. 2. 69) 
或 
x =0 (8. 2. 70) 
均 满足 方程 (8. 2. 68). 所 以 ,Born-Infeld 方程 (8. 2. 65) AIR 
u = F(x — ct) (8.2.71) 
或 . 
u = G(x + et) (8.2.72) 


HP Fleret) Girto SBE rcot 和 x 十 cwt 的 任意 函数 ， 
8.3 Hopf-Cole 变换 


Burgers 方程 为 
2 
53 = 0 (v> 0) (8.3.1) 


u = (8.3.2) 


Ow 
3 e 


va 
代 人 方程 (8. 3.1) 并 对 r 积分 一 次 , 取 积 分 常数 为 零 ,得 到 
Ow 2 Ow 
Ot T z| a] ~ * Sz 
它 也 称 为 Burgers 方程 . 
首先 ,我 们 建立 Burgers 方程 与 线性 耗 散 方程 


2 
Sey Oe (8.3.4) 


=0 《8. 3.3) 


之 间 的 联系 ,为 此 , 令 


v = F(w) (8.3.5) 
因为 
au aw w p, ow 
Be TH) Ber Be EO) Oye 
pa Fw | Se) +P ew) BE (8. 3. 6) 
ox! Or ax? 
则 方程 (8. 3. 4) 北 为 
ow  vk”i Fu 
F | Se) va 一 0 (8.3.7) 
方程 (8. 3. 7 ) 与 方程 (8. 3. 3) 比 较 得 l 
vF” 1 1 Eg 
wy 或 P+F 一 0 (8.3.8) 
因而 
v = Fw) = A + Bez” (8.3.9) 
v= Fao) =e (8. 3. 10) 
因而 
w =— 2ilnF =— 2ynv (8.3.11) 
这 样 , (8. 3. 2) 式 改写 为 
aln F dlnv 
SOV ae at a (8. 3. 12) 


ERA Hopf-Cole 变换 . 对 Burgers 方程 (8. 3. 1), 若 作 Hopf-Cole 
AB (8.3.12), WX F u 的 Burgers 方程 就 化 成 了 关于 ”的 线性 
耗 散 方程 .这 样 ,可 以 根据 方程 (8. 3. 4) 的 解 去 求 Burgers 方程 
(8. 3.1) 的 解 .例如 ,线性 耗 散 方程 (8. 3.4) 显 然 有 一 个 解 : 


v= + (k=— w= ke (8. 3. 13) 


(8. 3. 13) 式 代 人 (8. 3. 12) 式 求 得 
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noe ə Sera] fy c 
u =— 2y Bn| 1 +e ] =¢(1 tanh oe 


(8. 3.14) 
这 就 是 Burgers 方程 的 冲击 波 解 , 它 是 (6. 2. 9) 式 中 人 二 0,A=0， 
ul uri = 2c 的 结果 . 
又 例如 ,线性 耗 散 方程 (8. 3. DAR 


v=1+ E ets (8. 3. 15) 
RYE 
把 它 代入 (8. 3. 12) 式 求 得 
zy, 1 vt x 
Ł f 
u= Ae t rz (8.3.16) 

1 + es Ad 1 十 trte é 

2 vn 


车 把 (8. 3. 12) 式 的 两 边 对 x 从 0 到 oo 积分 ,并 引进 Reynolds 数 ， 
WE 


udzx 1 
= 一 = st) 一 lni 1 » 33 
Re z Inv(0,t) In| + 3 =A (8. 3.17) 
这 样 , 解 (8. 3.16) 式 可 以 改写 为 
并 
t 
u = ; (8. 3. 18) 
1+ 1 e fi 
ex 一 1】 
又 例如 ,Burgers 方程 的 初 值 问题 
2 
a (~ œ < z <00,t > 0) 
u |i=0 = Halt) (— co x < co) 
(8. 3. 19) 
可 以 通过 Hopi-Cole 变换 (8. 3. 12) 化 为 
w _ ov 
a d? (8. 3. 20) 
vleo = U(r) = eB {tote 
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因 问 题 (8. 3. 20) 的 解 为 


1 F Cr OF fave 
v= uale dé {8.3.21) 
2 fmt sm ° 


则 Burgers 方程 初 值 问题 (8. 3. 19) 的 解 为 
ne le x = £ geena e OE OBIE (8,3. 22) 


其 中 
Ł (x a Ey? 
Gxt) = | utd + STEE (8.3. 28) 
其 次 ,我 们 还 可 以 把 Burgers 方程 推广 为 
2 2 
a + ctw) 如 — 1X = 9 (8. 3. 24) 


它 也 可 以 通过 (8. 3. 5) 式 的 变换 化 为 方程 (8. 3. 4). 此 时 将 
(8. 3. 15) 式 与 (8. 3.7) 式 比较 有 : | 
vE” 
F 
由 此 求 得 下, 即 可 求 得 ww. 例如 Giw)=— aC HR), Wh (8. 3. 25) 
式 求 得 


=— G(w) (8. 3. 25) 


er” (8. 3. 26) 
所 以 
w= = In(av/) (8. 3. 27) 


8.4 推广 的 Hopf-Cole 变换 
我 们 就 KdV 方程 和 KdV-Burgers 方程 分 别 说明 ， 
1. KdV 方程 
Mey oe + ast <9 (8. 4.1) 


Anea EHH Da N 
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既然 Burgers 方程 《8. 4. 1) 可 以 通过 Hopf-Cole 变换 
《8. 3,12) 化 为 线性 方程 ,而 KdV 方程 最 高 阶 导 数 为 三 阶 , 比 
Burgers 方程 的 最 高 阶 导 数 多 一 阶 , 人 人们 会 自然 地 想到 ,对 KdV 
方程 也 可 作 类 似 的 变换 . 

fj Burgers 方程 ,对 KdVy 方程 (8. 4.1), 我 们 首先 令 


u = oe (8. 4. 2) 
代入 方程 (8. 4. 1)? 并 对 工 积分 一 次 , 取 积 分 常数 为 零 , 得 到 
aw — 1/əw\? Fw 
EE +$% =0 (8. 4. 3) 
它 也 称 为 KdV 方程. 其 次 , 令 
w = 128 Ane (8.4.4) 


因而 方程 (8. 4. 3) 化 为 
Finy 


lnv)? inv _ a 
注意 
| Ov Ov | ev 
ardt =a: > |= oF Ox a "ra 
Sinv _ of1 x l= 4 fo = 
ar Sl v ðr) v A TY Bx 
Sinv 1 Bo Fv ævi 2 Ow 
ak | 3y Ox Dr’ E k S] aa 3 | 
olnv _ 1 [ {| Yew 2 OU Dy 
一 二 | 一 9zz| 二 一 
Ox* v al w oz ox’ 
| Ou \? Fv ov 
re TES A JESI +o sa | 
(8. 4. 6) 
以 人 8. 4. RRA BE (8.4.5), pg v 得 到 
8 jf ow ov Ou Ov 
oala +? 5a) ala Haltli) -aa 
(8.4.7) 
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尽管 这 个 方程 仍 介 是 非 线 性 方程 ,但 我 们 可 取 


(8. 4. 8) 


则 方程 (8. 4.7) 成 立 . 注意 (8. 4.8) 的 第 二 式 可 改写 为 
i Oui? 9 f dw ləv 
| az = 3 [| =o (8.4.9) 
这 样 ,方程 (8. 4.8) 可 以 改写 为 

X 4p mo, a (wa = 常数 ) (8.4.10) 
《8. 4. 10) 式 的 两 个 方程 都 是 线性 方程 , 称 为 双 线 性 方程 Cbilinear 
equation). 要 同时 满足 这 酒 个 方程 的 解 不 难 找到 为 

v = ]te™* 7? (w= 48k a = 2k) (8. 4.11) 

(8.4. 11) 式 代入 (8. 4. 4) 式 求 得 


w = 12pke"* “°sech(kx — wt) (8. 4. 12) 
BRACE. 4.2) 式 求 得 
u = 128k*sech* (kr 一 wt) (8. 4. 13) 
这 就 是 KdV 方程 (8. 4. 1) 9 eR. A (8.4. 11k 
c= T = 48k? (8. 4. 14) 


因此 ,(8.4. 13) 式 与 (6. 3. 21) 式 完全 一 致 . 
上 述 分 析 告 诉 我 们 ,对 于 KdV 方程 (8.4. 1), 我 们 可 以 通过 推 
广 的 Hopf-Cole 变换 


ao 『 f) 4 
u= 128 ae u 一 SL w = 128 er | (8. 4. 15) 


使 它 化 为 线性 方程 . 
这 种 特殊 变换 法 还 可 以 使 我 们 获得 KdV 方程 的 更 多 的 解 .为 
此 ,引进 小 参数 es, 而 设 方程 (8. 4.7) 的 解 为 
v= ] + ew, + &v, + ev, + e (8. 4. 16) 
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EP vv, 和 ws DIER v 的 一 级 .二 级 和 三 级 近似 ， 
《8.4,. 16) 式 代 和 方程 (8.4.7)? 有 求 得 它 的 一 级 近似 、 二 级 近似 和 
三 级 近似 方程 分 别 为 


之 | + 85%] =0 (8.4.17) 
aja, ,Bw 3 mji 
S a teia) =| uP lla Fig | 

— 3e[| $2) - S54) (8. 4.18) 
dlw Fvl j 3 æ dv, 
Ox a thea |= peta, + ae) [Set eS] 


a Sat) Set) ~ Se Set S 
(8.4.19) 
我 们 取 一 级 近似 方程 (8. 4.17 WA RB, RA 
VI = EPPA p eta eA Ca, = ABk? = 4Bki) 
(8. 4. 20) 
Hp ô Ald, 为 常数 . 
以 (8.4. 20) 式 代入 一 级 近似 方程 (8. 4. 18) 的 右 端 ,使 第 项 
为 零 ,而 方程 (8. 4.18) 化 为 


j 30. 4 - 
= Se a 8 oer eine 48 8h ko (k, me Rs anal al ae a (6) +8,)1 
(8. 4.21) 
上 式 对 之 积分 一 次 , 取 积分 常数 为 零 得 到 
os +8 ou = eos k)” 2h Hale Cay r ge 00+ 80)] 
X 1 2 
(8. 4. 22) 


不 难 求 得 方程 (8. 4. 22) 的 特 解 为 


Ry k: aLe +k, yr- (wry Hwdi (3, +8): pS 
= (ETE (8. 4. 23) 
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(8. 4. 20) 式 和 {8.4.23) 式 代入 三 级 近似 方程 (8. 4.19) 有 


ea Sv) re kika 2 
CRETE GE 488( — ka)?| — kika + AR A 

+ k, (k, + ky y rity: 全 {ae 《2 一)] 

2 
+ 48B(k), ~ ki) i — kik M C 
+ 1 2 Ro + k. +k, 2 
+k, (Ry ki z | (Co bag de (8) +289] (8. 4, 24) 
2 


AEE. (8.4.20 RAMARSAHKAS, AT 
ə Bu, 
ae + har J 
它 的 形式 与 一 级 近似 方程 (8. 4. 17) 相 同 . 因此 ,这 里 我 们 取 方 程 
(8. 4. 25) AO FRM AS , BD 


=0 (8. 4. 25) 


Vy = 0 (8. 4. 26) 
同 理 可 以 有 
v= 0 CF = 455,77) (8. 4. 27) 
这 样 ,(8.4.16) 式 的 级 数 中 断 到 o Bt AR c= 1, WFR 
v=1lt+e,+u=1+ ae + ae? + aye "it %) 


(8. 4. 28) 

其 中 

a, = e7, a, =e "r a, = PTE =) Cds 

(8. 4, 29) 

Al 

6 = kx — wt, 8, = hor — wt (8. 4. 30) 
《8.4.28) 式 代 人 (8.4.15) 式 求 得 
w = 128 Zn {1 + ae + ae” + azet } yo y= ow 

(8. 4. 31) 
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它 称 为 KdV 方程 (8, 4.1) 的 双 孤 立 子 解 ， 


事实 上 ,由 (8. 4. 29) 式 看 到 一 二 的 值 是 确定 的 ， ,而且 a, 和 as 
可 以 任意 选取 ， STR 


ai 一 as 一 Re pee. a,= 1 (8. 4. 32) 
k 上 
则 由 (8. 4. 31) 式 求 得 
Zk, gih tie By em 2k, tti t : fet Cka 十 beth 
w= 128 2 . 
1 EF =, ei 十 1 和 E cE, 28, + e241 +9) 
= = 
2k, 28, 2ks 28, 248, 十 的 ) 
ys e Ts =" ev? + 2e 


\ 


k +h 


[Het wo rea oh) 


(8. 4. 33) 
上 式 的 分 子 和 分 母 同 乘 以 e “2” ,得 到 


2k, -,- 4) 2k, oF) (8,-#,) 
mek. UE pe ee 


[ess $e] 4h thee pet] 
2. RI 
(8. 4. 34) 


Bd 以 改写 为 


_ 2k e @ 3—4) 十 


ehin 0 一 82) 
+ Jeni 3 
k, — k 


ends 


ka 一 hy a 
= {feu Ang aol 4 e rore -D 十 eth =) 


+ {eht =e“ a —0,? —e KA n TY 
(8. 4. 35) 
因而 , (8. 4. 34) 式 可 改写 为 


OH? e +, 8) ett 8,-0) 
w= 128k, +k, 1 + fe ate e 1 
[et +e Ogee aera 4%) Le~“ 2] 
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sinh(@, +é,) +sinh(é, —4,) 
k, +h, 
cosh¢@, +4,) +5 z cosh, —ĝ,) 


=128 (k, +24 1 + 


-28 +k.) + (ki — ki) 


sinh(@, +6,) +sinh (8, —@,) | 
Œ, k ene (0, +0,) +, +k cosh Ø, =); (8. 4. 36) 


因为 


cosh 


2 
cosh(a + 8) = coshacoshP + sinhasinh? 
MI C8. 4. 36) 式 还 可 以 改写 为 


w= 120 | Ck, 十 hr) 十 (好 AD + 


F 


sinha ~ sinh f = 2sinh| at 
2 (8. 4. 37) 


sinhd,cosh?, _ 
k,coshé,cosh@, —&£,sinhé,sinhé, 
k — k 


=128 |, the) 十 到 cotRB， —k,tanhé, (8. 4. 38) 


这 样 , 因 u= a (8.4. 36) 式 或 (8. 4. 39 RR ARE 
u 一 128| 2} — 好 ) 


(Ri — ki) + kicosh20, + &jcosh2¢, 
KET, — k cosh (ê, + @,) + Ck, + k )eosh(A, — 8) PÈ 


(8. 4. 39) 


kicsch?@, + kicsch’d, 

(k,cothé, — &,tanhé, | (8. 4, 40) 

(8.4, 39) 式 或 (8. 4. 40) 式 就 是 KdV 方程 (8. 4. 1) He HR. 
为 了 方便 ,以 后 我 们 常 采用 形式 为 (6. 3. 35) 式 的 KdV FE, B 


Ou Ou Ou 
yo oS he =O (8. 4. 41) 


u = 126| (a3 — ki) >» 
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此 时 可 通过 推广 的 Hopf-Cole 变换 
lnv 
Ox’ | 


ES 


Wr ee az az 


化 为 
R i PESA ri 2 2 So 
vala tarl aly ral Ellan] = | 
(8. 4. 43) 
这 是 方程 (8. 4. DP 8= 1 的 情况 . 此 时 ,将 (8. 4.11) 式 (其 中 p= 
DARA CE 4. 42) 式 求 得 
“nsech(kz — wt) (w= 4k?) (8.4.44) 


w 一 一 2ke 
各 
u =— ?k’sech’ kir 一 4k:t) (8.4.45) 
这 是 (6. 3. IDA c= 4k’ 的 情况 . 《8. 4. 45) 式 就 是 KdV 方程 
(8. 4. 41) 的 单 扳 立 子 解 , 而 它 的 双 扳 立 子 解 应 为 
ow 


3 
u= 5p V= 2 zal + aje’ + ath 十 ahto } 


A (8.4.46) 
BM k=l, ki =2, 0M 由 一 4 一 22, 又 取 a ma m3, A aa 一 
1, 并 且 6, =x—4t.8,=2(2—16t) ,9 十 P 二 3(x 一 122t) ,由 此 求 得 


277 + jermi + Zeist 
1 + 302% At) 十 geti + ei? “120 


上 式 花 括号 实际 就 是 (8. 4 33) 式 的 花 括 号 中 心 一 1 和 一 2 的 情 
况 . 因而 (8. 4. 47) 的 分 子 和 分 母 同 乘 以 e ,得 到 


w=- 6] | «8.4.47 


fee + qe + 2e 12) 
UWE | ae F eea] gfe 十 eo & a} 

一 -6f1 十 sinh(3z 一 36t) + sinh(x — 28t) | 

| cosh(3x 一 36¢) + 3cosh(x 一 28t) 

1 
a sl! 2coth(2r 一 32t) — tanh(z 一 D] (id 
ow 
再 由 w= SOR 


Poh ~ at) + getti + Get? -+ 408% io00 + 一 一 | 
[1 + geza + 308 162) + es 0 下 


3 + 4cosh(2x — Bt) + cosh(4z 一 S| 
[cosh(3z 一 36t) + 3cosh(z — 282) }? 


ENES, | desch? (2x 一 322) + sech’ (x 一 42) 
a= [2coth(2x 一 32t) — tanh(x — 4z) }* 


这 就 是 KdV 方程 (8. 4. ADART. 
在 (8.4.45) 式 和 (8.4.49) 式 中 取 #==0 就 分 别 得 到 KdV 方程 
(8. 4. 41) 单 孤立 子 解 和 双 孤 立 子 解 的 初 值 是 


u| 一 一 2k’sech’kxz (8. 4.50) 
D 


t= 


u= 一 24] 


Sa 


(8. 4. 49) 


= e7(1 + ey 
ial emer GI 


在 (8. 4. 50) PRR k= 1 就 化 为 


6sech’x (8. 4.51) 


u| =~ 2sech’z (8.4.52) 
2. KdV-Burgers 方程 
Ou Ou Ou Fu : 
@ 15, “et Pan = 0 (8. 4.53) 


在 第 6 章 我 们 求 得 了 它 的 鞍 - 结 冲击 波 解 , 现 在 我 们 也 可 应 用 推广 
的 Hopf-Cole 变换 把 它 化 为 线性 方程 . 首先 , 令 
a= oe 
Ox 
代 人 方程 (8. 4.53) 并 对 工 积分 一 次 , 取 积 分 常数 为 零 ,得 到 
ow Ow |? Fw Ow 


(8. 4, 54) 


1 一 -一 
a tl ae Yar tgp =0 (8.4.55) 
Eth PRA KdV-Burgers 方程 . 其 次 , 令 
w =— Bune + 128 ee oat 


代入 方程 (8. 4. 55) 经 过 整理 得 到 
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ly Fv ,gow dj ev, ,dv 
eS "ar + Pa) + aL va + Bs. 4 
` Sd Ou - 3 el | § ty)? ov v 
Ê Sal di "ax? + E =e] + 38 IE arl az z] 
1 ”| æj’ Ow eu z 
7 al 5 (ax) far Sz |= Q (8.4.57) 


BRAG. 4.502 
oY tetas) Ea Se 
(8. 4. 62) 
其 中 
c= F =k + BR = 5 (8. 4. 63) 


(8. 4. 695 (6.10. 18) 式 是 完全 一 致 的 (6,==0,4==0,w? = 2c). 
上 述 分 析 告 诉 我 们 ,KdVY-Burgers 方程 可 以 通过 推广 的 
Hopf-Cole 变换 


— Ey dine (8. 4. 64) 
化 为 线性 方程 . 
8.5 Hirota 方法 
E-- Rt F KdV 方程 
Ou ou Su 
a ra r (8.5.1) 
应 用 推广 的 Hopf-Cole 变换 
olnv | ow on l 
u = 128 5 [x = 5 w= 12857] (8.5.2) 


使 KdV 方程 (8. 5. 1) 化 为 (8. 4.7) 式 ,也 就 是 
Pia — Se ar) + [eae taa + 353) ]-。 
(8.5.3) 
这 个 方程 在 形式 上 比 KdV 方程 复杂 得 多 .尽管 上 一 节 我 们 做 了 双 
线性 方程 的 处 理 并 求 得 了 解 ,但 我 们 会 问 :其 他 的 非 线 性 演化 方程 
BRABUS. 5. 2) 式 的 因 变 量变 换 ( 当 然 , 上 一 节 我 们 将 推广 的 
Hopf-Cole 变换 也 应 用 到 了 KdV-Burgers 方程 ) 呢 ?经 过 这 类 变换 
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化 成 的 形 如 (8. 5. 3) 式 的 双 线 性 形式 (bilinear form) H WA ME 
TR? 为 此 ,Hirota 引进 了 双 线 性 算 子 (bilinear operator); 


ə oy" ə ð” 
DID f -g)= | a 动 ] | 去 Br | fr)g(r yt’) POR 


rere’ 


(8.5. 4) 
其 中 mx 和 为 非 负 整 数 , 例如 


DCf se ls = COCER E RE 


or ot 
(8. 5. 5) 
a 3 3 
Dif g) = | a sor) F(a tga! st) Bo T g of Se 
(8.5. 6) 
DA : 
DIS > p= es io sol S(a tg tz’ t) es 
a OF of og og 
Z Bs 25782, | ag (8. 5.7) 
1 d 3 
Df 8) 三 | == | fT gr RD a, 

_ Sf EF, gaf Fg 

=E ay 3 Ər Ox? +3 Oz? Ox f Ox? 
(8. 5. 8) 

fep=l2 8 ， 
DS D= (3 ar) fea’ |,., 
= pS 890f ogof ,Sgof, pg 
=i an tarp i Parar ae! By | 
(8.5.9) 
a3\/9 2 
DDS + = (5 — ar) (ge — ger] rziogte |, 


“=e 


= OF _ of og of og Fg 
= Dr Ot Ər Ər Ot HIS (8.5.10) 


这 样 就 有 
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Df + f) = 90, Dif +f) 一 0， D(f- fy =0 


(8.5.11) 
Duffy =2[F fot [起 | (8.5.12) 
Dif + fy = af fF — 4 SS 3( $4)" 
(8. 5. 13) 
D.D.(f + f) = 2| pee 一 A (8.5.14) 
将 (8.5.13) 式 和 (8. 5.14) 式 比较 后 发 现 ,方程 (8. 5. 3) 能 简单 写 为 
DD, + BDi)(v +v) = 0 (8.5. 15) 


ER KdV 方程 (8.5.1) 的 双 线 性 形式 .非常 有 意思 的 是 : MRR 


们 把 D, BLD, DIERA SMEA, D+ AD 就 是 KAV 方程 

{8. 5. 3) 的 线性 化 (把 KdV 方程 (8.5.3) 中 的 非 线性 项 舍弃 ?的 算 

子 . 而且 ,(8. 5.15) 式 在 形式 上 看 起 来 要 比 (8. 5. 3) 式 要 简单 得 多 . 
显然 ,对 于 形 如 (8. 4. 41) 式 的 KdV 方程 


Ou Bu Bu 
a Sta, faa 0 (8.5. 16) 
合适 的 因 变 量变 换 应 是 (8. 4. 42) 式 , 即 
əl T 
u=— 25 (8.5.17) 
而 相应 的 双 线 性 方程 (8. 4. 43) 应 改写 为 
D,(D, + Dwr) = 0 (8.5.18) 


24H ik Hiroa 方法 已 经 用 于 很 多 非 线性 方程 :显示 出 它 的 
生命 力 ,我 们 举 几 例 说 明 ,详细 讨论 留 给 本 章 林 习题 . 
例 1 Boussinesy 方程 
Cu Ou Ou 3 ou! 
Ə Ər Ər Ox? 
《此 种 形式 见习 题 6. 15). 
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=0 (8.5.19) 


经 过 因 变 量变 换 (8. 5. 17) , 它 的 双 线 性 形式 为 
(Di — DL — DW sv) = 0 


例 2 KP 方程 
9 | du Ou | Su Fu 
a| a Ox as dr? : By? 9 


《此 种 形式 见习 题 6. 9). 
经 过 因 变 量变 痪 (8. 5. 17) , 它 的 双 线 性 形式 为 
(DD, + Di+ 8D2)(v+v) =0 
813 NUS 方程 


Ou Ou ae 
g + 5,2 tellus 


(此 种 形式 见习 题 6. 16). 
该 方程 需 作 下 列 因 变量 变换 
u = G/F 
HP FERRER. 这 样 ,方程 (8. 5. 23) 可 以 化 为 
GD, + DIMG+F)=0 
Me -F—2|G/?=0 


(8. 5. 20) 


(8. 5. 21) 


(8.5. 22) 


(8. 5. 23) 


(8. 5. 24) 


(8. 5. 25) 


7B F We HA Hirota 方法 获得 的 双 线 性 方程 的 求解 ,我们 仍 可 以 


采用 (8. 4.16) 式 的 展 为 6 WERKE. 


例如 ,对 于 KdV 方程 (8. 5.1}) 的 双 线 性 形式 (8. 5. 15) 的 求解 ， 
以 C8.4.16) 式 代入 求 得 (8. 5. 15) 式 的 一 级 、 二 级 和 三 级 近似 分 别 


是 


o 
25- ae tT Pale = 0 


2(2 
Or 


Ə 


(8. 5. 26) 


a 3 
2 =| a t 8 gaje: =— DCD, + BDi)(v + wv) 


(8. 5. 27) 


z 
ls +2 Sajo =— DD, + BDI) Ce, + uv, + v * va) 


(8. 5. 28) 
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对 于 方程 (8. 5. 26), 普 取 
Zikr a3 t) 


v,=e 


得 到 
2 全 S +B es\e, =0 
因而 
v = 0 
同 理 , 由 方程 (8. 5. 28) 
vs 三 0 


接着 有 . 
v=0 (= 4,5,") 
这 样 ,在 (8. 4.16) 式 中 到 s=1 有 
v=] Hou = 1 + mn 
(8. 5. 34) 式 代 人 (8. 5.2) 式 求 得 
u = 12pk’sech (kz — 4Pk't) 
这 就 是 KdV 方程 (8. 5. 1) 的 单 孤 立 子 解 . 
类 似 地 ,对 于 方程 (8. 5. 26) ,车 取 
vip =e 


则 代入 方程 (8. 5.27) RA 


SAE DAE 
kı a eth, +h )I— sa HRM- (8, 48,)] 


Nae (z Fk. 


以 后 有 
v; 二 0 (7 23) 


这 样 ,最 后 可 求 得 KdV 方程 (8. 5. 1) a TA. 


习 题 8 


8.1 求 下 列 线性 方程 的 特征 线 和 了 Riemann 不 变量 
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3 3 
2 tm) | pllata) 


(8. 5. 29) 
则 它 自动 满足 方程 (8. 5. 26), 且 以 (8.5.29) 式 代 人 方程 (8.5.27)， 


(8. 5. 30) 


(8. 


(8, 


(8. 


(8. 


(8. 


(8. 


(8. 


(8. 


5. 


5. 


31) 


32) 


33) 


34) 


35) 


. 36) 


. 37} 


. 38) 


ol 


(1) 


其 中 cH 为 常数 . GER: 可 引 人 co= VgH) 
w Op) _y 

grt ae 
we Su 

w Or 
ov 

(3) 1 
| or ov E 
an te g tCV=0 

HH RG, L.C 为 常数 . 

求 非 线 性 声波 方程 

Ou Ou of ap! O 

Of T 


or 
+L +RI=0 


的 特征 线 和 Riemann 不 变量 . 
求 非 线 性 惯性 浅水 波 方程 


Ou Ou Oh E 
a ta, + 85, 7 fv = 0 


HERA Riemann 不 变量 . 
REP ao 的 下 列 混合 问题 


w(z,0)=cosnz, u(xt+2.t)=u(x,t) 


用 自 变 量 或 因 变 量变 换 求 解 


(Pore? 为 常数 ) 


Ou Ou 
(1) aray e ams 


Ou 2p hn 
(2) 5+ Byrn =0 


8.6 逆 变 换 方 法 . 为 了 建立 非 线性 方程 


u du |? Ou 
Ox? E 


Bx: | Or By 
与 已 知 的 线性 方程 
ae _ oo 
Əy Ər? 
之 部 的 联系 .我 们 设 ulr WH va WKF x MR R Z, Ep 
z = vlu, y) 


《1) #4 =% = a 3y oz ER 


二 = glu, y), = glu, y) 


(2) BS a=plusy) B= plu, y), WEA 
aes Ai , ape £ 
WEN ot 24 — 38 ee Be e) a 


Pig 


PREE Ob = 
(3) uk = 


| Ov 
a=$lu, y= =| Se 


一 z27dy Ov Ga > -e «idy 2 

8.7 v=y e TE ome r, A a’? = 
bans Ge 12 Ou 

一 4yln(xy-") 必 满足 方程 = | S| a 


8.8 依 8.7 题 ,证 明 


oe 
(us = xp Hs S| or) 
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2 
u 


2 u | du)? du au . 
(2) Tl) SoM So r ARR 
8.9 证 明 : 热 传导 方程 


an _ ,az 
oe Or 
BBR viele py 
du Fu Fo an)? ie Be 
a LS T Fl 3a J+ 2 (u) 57 
8.10 EH: 热传导 方程 
ow _ eu 
Bt ax? 


(1) 通过 变换 v=FCwu)f(z) 化 为 
du u Fld) f F 
& fs MEJ J+ f F 


(2) BR ON EEN 

Qu [Fu 1 Gd 

a =E (S| JH tG 
(3) ERGa "CEO y 
Ou = [Se 2 | st) ]+ 2 u) 


Bet E 


Ot Or 
(4) 车 到 下 (ww) 一 ft) 一 e*, 则 
u = mlv te *) 
8.11 在 下 询 初 条 件 下 ,求解 初 值 问题 (8. 3.19) 
tjs XTo 
(1) w= Cu >u) 
Us L> 
pee _ Qutu) 
= A _ t 
提示 : YE 4B BR = 2G — u) + o> aa 


2u— Cu, +u) 
v= 


Ulu; 
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Us <r, 
(2) cco=| Cu >u) 


tos IX 


(Tu) 
Ne a eae ae i 
提示 : 作 变 换 aia an ae , PAG 
一 2 一 (十 zz》 
7 U — u ù 


8.12 证 明 方 程 
Se 如 十 au + bu? = 0 


满足 切 条 件 
ul _ = F(z) 
的 解 为 
本 人 CS 
其 中 


E=F (2) — F, (teu, Fy) =F(e"—1), 


F(t) = (er 1) 
a 


8-13 证 明 下 列 Liouville 方程 


OU 5. ee 
axzay © 
AR 
u = f(z) ~ g(y) — ZInF(z,y) 
其 中 


F(z,y) = al’ eve + i i c sody 
To 28 Ie 


为 任意 常数 ,f(x) 和 g(y) 为 任意 函数 . 
8.14 证 明 
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D DD. ws Dene dss = 
1) D,D, lu * 1)=D,D, “=a 


(2) Dies v= (—1)"Diu + u), m 为 奇数 时 ， 
Dt (u + u)=0 
(3) DEDI (Cu =v) = DED Cu + v) 
(4) DEDIC e ee) = Cane)" (ke HH 
8, = kr — wt, b, = box — wt 


ro . 
8.15 #6 u=—2 3 ,证 明 Boussinesd 方程 


Ou Ou Olu Fu? 


Qt Ox? art ae an I 
的 双 线 性 形式 为 
(站 :一 下 一 Dovu) 一 0 
2 
8.16 若 令 W= 一 2 SPY ,证明 KP 方程 
Ə | ðu Ou — On} Ou 
Oxr\ Of ous t arl t+ 355 = 0 
的 双 线 性 形式 为 


(D:D, + D} + 3D2) (+t) 一 0 
"8.17 A@Su=GC/FU 为 实 函 数 ), 证 明 NL 方程 


. Ou Ou Oh, 
ig + a2 t lel u= 0 


的 双 线 性 形式 为 
GD,4+D)G+F=0, DIF-F--2jG|-=0 


"8.18 #4 tan = 一 名 ,证 明正 弦 -Gordon 方程 


4 
Cu ~ 
3z = Be = sinu 
的 双 线 性 形式 为 
(Di — Di — 1)(F -+G)=0, 
(DL — DIF «F -G+G)=0 
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提示 : EHG) D pD?-—-1) (F « G)}--2FGi CD: 
—D}) (F « F—G+G)}=0 
利用 8.15 BOR KP 方程 


d | Ou Ou | Mu} Fu 
33 oe + Bs tsay 
的 下 列 形式 的 双 孤 立 子 解 


u =] +u +v, + Avy, 
其 中 
v =e", ĝ = kz + Ly — wt — 6,, w = k? + C/R, 
v = e, 8, = kiz + liy — wat — Ôr, ws = ki + 3k 
A 4a. 
(hi he) Cayman) + Chi he) +3 — 1)? 


提示 : te, eG, Ha =k el 


第 9 章 散射 反 演 法 


本 章 主 要 介绍 利用 其 子 力学 中 的 散射 反 演 法 (inverse scat- 
tering method) 去 求解 非 线性 演化 方程 的 初 值 问 题 . 散射 反 演 法 最 
初 用 来 求解 KdV 方程 初 值 问 题 中 获得 了 成 功 , 后 来 人 们 把 它 扩展 
去 解 其 他 非 线性 方程 的 初 值 问 题 就 形成 了 Lax 理论 和 AKNS 
(Ablowitz,Kaub.Newell 和 Segur) 方 法 . 


9.1 GGKM(Gardner-Greene-Kruskal-Miura) 3 $ 


我 们 熟知 的 KdV 方程 为 


M tw + BEY = 0 (9. 1.1) 
在 BO Wt AT HE BR 
z =p ae, w=— EB (9.1.2) 
化 为 
bu + SH = (9. 1.3) 


其 中 zx’ 和 ww 又 分 别 写 成 了 x 和 4 在 第 6 章 和 第 8 章 我 们 已 分 析 
过 这 个 方程 . 方程 (9. 1.1) 中 如 8B<0, 可 使 x 和 zz 同时 改变 符号 ， 
使 它 化 为 

Ou 


Ht Se +B, SH =0 (8, =-- B>0) (9.1.4) 
然后 再 作 变 换 a= Paw — LB MO HB 
(9.1.3). (见习 题 6. 1) 
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类 似 ,我 们 熟知 的 mKdV 方程 
a tau + P24 =0 (9.1.5) 
在 o> 0 和 8>>0 时 可 作 变 换 


z =B Mr, wat fern (9.1.6) 
化 为 
Ou p Ou | Ou 
Be + bu apt a 2 (9.1.7) 


Het 2! Mla’ Zo RM A u JRO. l. DE aco At 80 时 
可 作 变 换 
全 有 全 二 [sete (9.1. 8) 
化 为 
oe 6v? Z + st 一 0 (9.1.9) 
其 中 xc Mid T x. CJE 6.4) 
非常 有 趣 的 是 : 对 于 KdV 方程 (9.1.3), 它 在 下 列 Galilean 
变换 


1 一 了 十 6 = 一 一人 0 一 常数 


(9.1.10) 
FERATE. 
同样 有 意思 的 是 : 对 于 KdV 方程 (9. 1. DAE Miura 变换 
wn t (9.1.11) 
则 化 为 


: 3] i i Oy Ou oy | 
[ae Fall oot St SS] = 0 (9.1.12) 
lift o ÑE mKdV 方程 (9.1.9).( 见 习题 6. 13) 
受 Galilean 变换 和 Miura 变换 的 启发 , Gardner Greene, 
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Kruskal 和 Miura 对 KdV 方程 (9.1.3) 作 变换 


tev HAU, vo cing (9. 1.13) 


_ ow 
"= Ox 
它 称 为 GGKM 变换 .这 个 变换 也 可 以 写 为 
5 A Aa) (9.1.14) 
由 此 可 知 .GGKM 变换 实际 上 化 成 了 量子 力学 中 定 态 波 函 数 少 满 


LAY Schrodinger 方程 
Set A wy =0 (9.1.15) 


Ti KdV ff Pa) ARR ee 成 了 势能 .4() 成 了 本 征 值 . 
所 以 ,通过 GGKM 变换 可 以 建立 一 个 非 线性 演化 方程 ( 姐 

KdV 方程 ?和 Schrödinger 方程 49.1.15) 之 间 的 联系 ,而 下 可 以 通 

过 散射 反 演 法 求 出 势能 ,此 势能 就 是 非 线性 演化 方程 的 解 . 不 过 ， 

求解 Schrödinger 方程 的 本 征 值 旨 求 

lim u= 0 (9.1.16) 


因此 .通常 由 散射 反 反 演 法 求 得 的 是 某 个 非 线性 方程 的 低 立 子 解 . 
9.2 Schrödinger 方程 势能 的 孤立 子 解 


GGKM 变换 使 得 和 人们 通过 Schrödinger 方程 的 散射 反 演 求 非 
线性 演化 方程 的 孤立 子 解 成 为 可 能 ,而 且 事 实 上 ,Schr6dinger 方 
程 的 势能 就 有 孤立 子 解 . 

4 = 如 , 则 Schrodinger 方程 (9. 1. 15) 写 为 

c+ (k — up = 0 (9.2.1) 


为 了 求 得 u, Bargmann 假设 方程 (49.2.1) 的 解 为 
¢ =e" F(R, x) (9. 2. 2) 
其 中 五 (8,x) 是 上 的 多 项 式 . 由 此 可 求 得 z 的 孤立 子 解 , 这 种 方法 
KH Bargmann 势能 方法 . 
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《9. 2.2) 式 代 人 方程 (9. 2.1) 得 到 
OF 
Ox? 
下 面 我 们 设 下 为 的 一 次 多 项 式 和 二 次 多 项 式 可 分 别 求 得 ww 的 
单 孤 立 子 解 和 双 孤 立 子 解 . 
1. XMF 
设 Fr) H k BKET, S 
F(k,x) = ialx) + 2k (9, 2.4) 
其 中 a(z) 为 待定 函数 ,i= M1. 
(9. 2. 4) 式 代入 方程 (9. 2. DE 


十 2k = uF =0 (9.2.3) 
bag 


„id? i d 
if Ta — au) — | 52 +e) = 0 (9.2.5) 
因而 
4 = au, dè u (9, 2. 6) 
这 是 确定 a(x) 和 w(xz) 的 两 个 方程 , (9. 2. 6) 的 两 个 方程 消去 u 得 到 
da + da = 0 (9.2.7) 
de d Ea 
ERI x 积分 一 次 得 到 
da | eee 


其 中 2 为 积分 常数 , 方程 (9. 2. 8) E Riccati 方程 ,形式 与 方程 
(2. 2. 39) 完 全 相同 ,因而 , 它 的 解 为 
a = Pktanh(kz — 8) (9. 2.9) 
可 见 (2.2.43) 式 ,这 里 为 常数 . 
(9. 2.9) 式 代 人 (9. 2.6) 的 第 二 个 方程 求 得 


u =— g 一 一 2k’sech’ (kx 一 6) (9, 2.10) 
x 
这 就 是 势能 的 单 孤 立 子 形式 解 . 
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2. RMF 
设 下 (人 ,) 是 大 的 二 次 多 项 式 , 即 
Fk, x) = br) + 2ika(x) + 48? (9.2.31) 
其 中 ae) M bl) NEE AHS v l. 
(9.2. 11) 式 代 人 方程 (9. 2.04 


d?b | idia , db si da = 
[So tu) + zil Ga + a au wef E +a] 0 
(9. 2.12) 
因而 
dp da , db a da 
iz? bu = 0, ae ed au 0, : *¥ 
(9, 2.13) 


这 是 确定 az),6(z) 和 zz) 的 三 个 方程 , (9. 2.13) 的 头 两 个 方程 
消去 zx ,后 两 个 方程 消去 x ,分别 得 
db d da db 1 
b Te T BE a Ja] 
da da dé 
feat ee 
(9. 2. 14) 的 两 式 分 别 对 工 积分 有 


da db 
dz “dz 


(9.2.14) 


[pete 2k 


(9.2.15) 
da 
dx 


其 中 2 和 2&? 为 积分 常数 . 若 令 


4 = 一 二 (9.2.16) 


+ fai +b = 2k} 


b= lk H 5 (9.2.17) 


(9, 2. 16) 式 和 (9. 2. 17) 式 代 人 (9. 2. 15) 的 第 “个 方程 ,得 到 
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idw}? 40. Bt yep me 
i| dz | + (ki Rw 0 


(9. 2. 18) 
上 式 两 边 对 工 微 击 ,消去 因子 2 9 ,得 到 下 列 w 的 四 阶 线性 方程 ， 


ae — oR ow + (ki — Bw = 0 (9.2.19) 
€ 


它 的 遂 解 为 
w = Cet + Ce + El 十 Ce (9,2.20) 
其 中 CCa:Cs 和 ,为 任意 常数 


ee fray oY eR a (9.2.21) 
9.2.20) 式 代入 方程 (9. 2.18) ,不 难得 到 
CC = CLC 6 (9. 2.22) 
这 样 可 令 


Cia mt C=, C= md, C= 2. 23) 


其 中 a 和 8 为 任意 非 零 常数 ,将 (9.2.23) 式 代 人 (9.2.20) 式 .得 到 
w— pi (eet + a le mm) py (fe" he r) 
= 2v.cosh(.c 0) + 2ucosh(s.2 — 0) (9.2.24) 
其 中 
ea e “= (9.2.25) 
(9. 2, 24) 式 代入 (9. 2,16) 式 求 得 
sinh (yax — @,) + sinh(s.2 — @,) 
a= inte pacosh tmz 8) + pncosh(por — 8) 
(9.2. 26) 式 代入 (9.2.13) 的 第 三 式 ,得 到 


J GA + påcosh( yax — (cosh or — 8) 


T 2f t | [me cosh(p,2 — &) 十 pecs 一 @,)}* 


(9. 2. 26) 


u 一 


AVARI — sinh (mx — ĝ sinh (yx - 8.) 
Lrcosh rx — 0) + mcosh lx — 0.) F Í 


(9. 2. 27) 


+. 
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ae 
A 二 pig f2=p—q. 8-746, 0, =7%- 8 
(9. 2, 28) 
WY C9. 2. 26) 式 和 (9. 2. 28) 式 分 别 化 为 
pooth( pr ~- i EGS é) 
(9. 2. 29) 
presch*( px — Y) + q’sech*(gr — ê) 
Lpcoth(px -- Y) - gtanh(g.r -- 6) F 


(9. 2. 30) 
(9. 2. 30) 式 表征 Schrödinger 方程 势能 的 双 扳 立 子 解 , 其 形式 与 
(B. 4. 40) 式 相似 . MAAR p= 二 2,g 二 1 二 3,p0 二 1) ,7 一 6 一 000, 
二 人 二 0). 则 有 


a= 2(p’ — g) 


u=— 2(p’— gq’) 


u =— 6sech’x (9. 2,31) 
它 就 是 (8.4. 51) 式 ， 


9.3 散射 反 演 法 
本 章 前 两 节 , 我 们 指出 了 某 个 非 线性 演化 方程 与 Schradinger 


方程 联系 的 可 能 性 . 本 节 将 具体 说 明 如 何 用 散射 反 演 法 去 求解 下 
列 KAV 方程 的 初 值 问题 . 


Ou ou Fu a a 
Be z ar’ (-- oo A ar A o > 0) 
u = u(x) (一 co 之 工 之 十 22) 


t= 


(9.3.1) 
其 中 wy(x) 为 已 知 消 数 , 且 任 何 时 刻 x 都 满足 (9. 1.16) 式 . 具体 求 
解 问题 (9. 3. 1) 分 为 三 步 . 
1. 以 ro(z) 为 势能 , 解 下 列 Schrödinger 方程 的 本 征 值 问题 ， 
求 出 与 un (a ABA A( 记 为 如) 和 yg( 记 为 pa) MRAR 
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aor + Ue = toy = 0 (> wd act) 


(9. 3. 2) 
Py =0 


| 有 
根据 景 了 力学 的 分 析 , 上 述 问题 的 本 征 值 包含 离散 谱 ( 束 缚 态 ) 和 
连续 谱 ( 非 束缚 态 ), 对 应 的 加 ,前 者 为 久 , 后 省 为 正 . 即 对 束缚 态 有 

Ag =— k; (k > On = 1,200 N) (9, 3. 3) 
AA hi BS AB GE K Ar Bd Be EK: 


ee 


人 一 cese (a > om) 
《9. 3. 4) 
ee (eer ov) 
FE c (0) Fy Fo RR. ABER p 满足 正 交 为 一 化 条 件 : 
| “waz=1 (9. 3. 5) 
而 对 非 束缚 态 有 
h = 让 (9. 3. 6) 


REA AO A GE om Be SO AY PE TR AK. 通常 .: 设 上 时 刻 有 一 振幅 为 
1 的 定常 平面 波 e MM z 一 十 c 进 人 , 遇 到 势能 后 , -部 分 以 ce(&， 
Oe “PEA r= co, A BRA be” RS A eH toe, 
ath, OA bk, O) 分 别称 为 透明 系数 和 反射 系数 ,满足 


jal? + 12 一 1 (9. 3.7) 
这 时 本 征 函 数 的 渐 近 式 为 
o~ ath, Oe" tr fr 一 一 œ) 
OE re 7 (9.3.8) 


[yp ~ e + blk Oe (rr 00) 

在 上 面 诸 式 中 cO) alk, 0) 5;0) 统 一 称 为 初始 时 刻 的 散射 
H. 实际 上 对 任意 时 刻 1,《9. 3. 2) 式 到 (9. 3. 8) 式 均 成 立 ,只 是 波 
PERK 办 改 为 多 相应 的 散射 其 由 和 csC0) a (20) 80K. 0) SP Bl 
为 AGE) EnC kart) alkst) bkat). 

2. 以 GGKM 变换 (9.1.14) 代 入 KdV 方程 ,确定 散射 其 的 演 
恋 规 律 . 这 些 规律 是 
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da 


7 (9. 3.9) 
o,(k, t) = e, (0e (9.3. 10) 
alk,t) = alk,0) (9.3.11) 
blk.t) = bk 0e" (9.3.12) 
THAR LS HR EHE A 
gas + Se — 3a tu) B= 0 《离散 谱 )》 
i dr 
(9.3.13) 
= 4 SF gatu) É iy GERD 
(9.3.14) 
下 面 我 们 依次 说 明 . 
LA g ER KdV R 3.1) 的 第 一 式 ) 得 
p 3 Be + g” z| — 3u? +) =o (9.3. 15) 
但 由 Schrödinger 方程 
oy 
az Ay 
Sp 4 = oy 
Be ae Po Be 
oy oy oy 
Bz =o Sh +20 + (te A) a7 
Fu Əy Ou 2 
= $ T 2 ba az t+ u— aid 
ap & ay 
y+ SH + atu 一 ary E + (u— ay Bz 
(9. 3. 16) 
可 以 得 到 


oy 82) oy 


2 — 2 
You Sap T a| aren D a 


， 人 aj as RIA , 
A Sz |? Ss se (9. 3. 18) 
其 中 
OY 3 way Jy | wy 
3 Ər’ 6A Or y drd Ox? Iar A) Or 
(9.3.19) 
这 样 .(9.3.15) 式 化 为 
dA | 8] ,0Q_ dB}. ae 
a + al Se og] 0 (9. 3. 20) 
其 中 
ga Hise H+ se TETI- 
= ¥ Pp oy Ou 
+455 ` 6u 5, — 357 ; 
Ea oy | 
=F -2u + 2a) E +y% (9. 3. 21) 


将 方程 (9. 3. 20) 两 边 对 x Moo Sl pooR EE g MEE a 


土 号 时 都 趋 于 和 零 ,而 | Pdr 有 限 , 则 得 到 (9. 3. DR. (9. 3. 9) 式 
表明 4 不 随时 间 变化 ,相应 和 也 不 随时 间 变 化 . 
(9.3. 9) 式 代入 方程 (9. 3. 20) ,得 到 


2s 总 -Qj=0 (9. 3. 22) 
但 利用 seas 方程 
djy a OY SG oA 
2{y 2 Qh ya -Q ipaa tA wy 
(9. 3. 23) 
因而 
SI+ U-weQ=0 (9. 3. 24) 


El Q 也 满足 Schrödinger 方程 . 
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方程 (9. 3. 22) 两 边 对 x 积分 得 到 


“|9]= ow (9. 3. 25) 
其 中 DOA r MERER. (9. 3. 25) 式 除 以 好 .再 对 x 积分 得 到 
Q= povy| 3 pir + Eg (9. 3. 26) 


Keb EOE t BHE E A. 
Xt FAR H O. 3. ORAE catolig BAT RHQ 


也 是 有 界 的 ,但 | de 却 是 无 界 的 ,因而 只 有 DU) 0.08. 3. 26) 
式 化 为 

Q = Ey (9. 3. 27) 
方程 (9. 3, 27 WRU p EEO. 3 21) 式 和 w= 让 B+ 十 4. 则 得 


Eos = S| tel + Si Ze — 2! SAY a | 
(9. 3. 28) 
ERP z Aoa 4+ 00 ALS) PRAT E(t) = 0. 09. 3. 2708 
化 为 Q=0, BA BI (9. 3. 13) 式 ， 
根据 (9.3.13) 式 , 因 rm toot ue 0d ~o (4,00 oT, W 
到 
de, 
dt 


这 个 微分 方程 的 解 就 是 (9. 3. 10 
对 于 连续 谱 , 央 cz — olf} ,u > 0. d~alh we BA nin 
of’ 4 zdr 一 Le “| edz,Q ~ | oe 十 ia| enie 


使 得 (9. 3. 26) 式 化 为 


ES + [tik — EG) Ja = DU) [edz (9. 3. 30) 
£ a Ja 


= dkic, (9.3. 29) 


上 式 左 端 只 与 + 和 有 关 , 而 右 端 含有 一 个 与 x 有 关 的 项 fe eda, 
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因而 (9. 3. 30) 式 成 立 也 只 有 D(z)= 二 0, 这 样 ,(9. 3.30) 式 化 为 
u + [4ik? — EH Ja = 0 (9, 3. 31) 
同样 ,对 于 连续 谱 , 在 a> booltt ,u>0,g~e “de ve”, Rift 
Q~| SE Aik + dine BEAD BEC, 3. 26) GER Dit) =0) 
化 为 
É ae ikr z3 —ikz 
2 sik 一 Eb Je 十 dies — Ect) Je“ = 0 


ot 
(9. 3, 32) 
机 此 得 到 
E(t) = 4ik° (9. 3. 33) 
A 
D L win’ (9. 3. 34) 


Da)=0 A EU) = 4ik’ 使 得 (9. 3. 26) 式 化 为 (9. 3. 14) 式 . 而 方程 
(9. 3. 34) 的 解 就 是 (9. 3. 12) 式 . 
《9. 3. 33) 式 代入 方程 (9. 3. 31) ,得 到 
Ga _ 
= = 0 (9. 3. 35) 
它 的 解 就 是 (9. 3.11). 


3. ALA] AWM yR Schrödinger 方程 的 下 列 散射 反 演 问 


题 : 
2 
Se +a wmy=0 (—wdr<+ oo) 
i (9. 3. 36) 
j pat 
2 Hin 
确定 KdV 方程 初 值 问题 (39. 3. 1) 的 解 .这 个 为 
u(x,t) 一 一 2 也 开 (zz (9.3. 37) 
Ey 


h K (x,27.2) 32 GLM (Gelfand-Levitan-Marchenko) Ra 77 A 
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Reap + Bz yt) + | so eH Gree ide 


=0 (y>) (9. 3. 38) 
的 解 . 而 积分 方程 的 核 为 


Bc) = > (eM + fe | beke" de cs, 3. 39) 
它 包 舍 离 散 详 和 连续 谱 的 共同 贡献 


下 面 证 明 (9, 3. 39) 式 .(9. 3.38) 式 和 (9. 3.37) KR. 首先. 邻 4 
一 上 如, 把 Schrödinger 方程 写 为 


十 (一 zy 一 0 (CARA A = ik) (9.3, 40) 
其 次 , 设 Schrödinger 方程 (9. 3. 40) 4) BH 
NOR sere [Ky erdy (9.3.41) 


RPK. y.HRBRE BR, AME y<r NK x, yt) =0. H 
(9.3. 41) 式 显然 有 
Prt hk) ~ e" (x + co) (9. 3.42) 
D(x tik.) ~ eh 《一 十 co) (9. 3. 43) 
AA Schrödinger 方程 (9. 32.407 Hk RA -A HBAS. 因而 
get, -k) =e + [Keay te wdy (9.3.44) 


也 必然 是 Schrödinger 方程 (9. 3. 40) 的 解 , 而 县 有 
prt — k) ~ e™ (cr oo) (9, 3.45) 
Gxts —ik,) ~e (x + ce) (9. 3. 46) 
FRR pirt M ort. ~-DRREREN. 因为 它 
们 都 是 方程 (9. 3.40) 的 解 ,所 以 有 


2 
re + Rp roth) = uplrst,k) 
Tei A RECE, — k) = uplat, — &) 


(9. 3.47) 
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以 Plat, -k) FE. 3.47) MO B—HK WY Ol z.t AFCO. 3.47) 的 第 
二 式 ,然后 相 减 有 


oO: 2 
lat, = À) Bye Cr tk) = P(x ,t,k) FLAI —k&)=0 


(9. 3. 48) 
而 prst k) p(x.t.—2) 8 Wronski 行列 式 为 
W(x ,t.k) Wrst, = k)] 


ə 
= Wath) Gt = BY — Hart, — A) yz kh) 


(9. 3. 49) 
(9. 3. 49) 式 两 边 对 x 微 商 ,并 利用 (9. 3. 48) 式 有 


3 
az (Wath) Wart, —k)]} =0 (9. 3. 50) 


它 说 明 Werth) Plast, ~ RIS r BX. (HH. 3.42) 式 和 
(9. 3. 45) 式 

lim Wor tk) Plast, —k)] =— 21k Æ 0 (9.3.51) 
这 样 , 我 们 论证 了 Welt, k) glrst, —k)] 40. A if OCx.t,k) 
和 p(z.t.—k REAR. EB FIL. ort k) A yl, — kR 
性 组 合 构成 的 

Prt k) = a pr ts, — k) + BEY r,t,E) 
(9. 3.52) 

也 必然 是 Sechradinger 方程 (9. 3. 40) 的 解 . 其 中 alk, t) M Bkt) 
E k 的 任意 函数 . 由 (9. 3. 52) 式 有 


lxt, k) BCR, t) 
alk,t) ack ,t) 


ERS xz 一 十 ce, 利用 (9. 3. 42) 式 和 (9. 3.45) RA 


< $C x,t k) 2g the BCk,t) iky e 
jim ao € taD (9. 3. 54) 


但 (9. 3. 8) 式 对 任意 时 刻 上 都 成 立 . 则 (9. 3, 54) 式 与 (9. 3.8) 的 第 
二 式 比 较 有 
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= g(xzyi, — k) 十 


ECL st sk) (9. 3. 53) 


Bt, t) 


bikt) = Et) (9.3.55) 
这 样 ,(9. 3. 53) 式 可 改写 为 
$(xst,b) = 
alk 一 Pert, ~ E) ASR wrt k) (9.3. 56) 


下 面 , 我 们 设法 确定 天 (zy，'t) 满 足 的 方程 , 即 证 明 (9. 3. 38) 式 . 首 
A yr, Kz, y.t)=0, M] Æ 9. 3. 41) 式 中 


cm +o: : 
| K(a,ystedy = | K(z,y,1e%dy, 


则 由 C9. 3. 41) 式 ,可 以 认为 K(a:y.t) EAX o(r.ts.k)—e W 
Fourier pi $ , Bl 


K(xr,Yy,i) = 去 [ER — es je dk (9, 3. 57) 
EK H9. 3. 56) URL e, HX k A woe 


+= bx yt, A) ap bee 或 
I". ar Saa =| Plat, — hyewdk 
Ta ' 
a bk rst ke dk (9.3.58) 


将 (9. 3. 41) 式 和 (9. 3. 44) 式 代 人 方程 (9. 3.58) ,并 注意 
oa) 一 去 | erdk， 


T 


ia etd, = =0 (x + ) 
= 2x > 


+o + : +œ 
| ( eo -od | K (xyz yt)de = | 2n6(y 一 z)K(r,z,t) dz 


= 2nK (2, ¥,5t) 
(9, 3.59) 
则 得 到 
we 
Plast k) wap 一 2nK (2,5 5t) + 20B (xz + y,t) 
-o a@k,t) 
Fa 
+$ 2r| Rie DAG + z,t)dz (y> x)(9.3.60) 
其 中 
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B.r) = E [bk tye de (9. 3. 61) 


racenines [ow aasmany 


a(k yt) 
PCr ytyk) edk = oni al ad 
ee saan ae ani Dyas (9. 3. 62) 


a=] 


其 中 a) EE? em 在 极点 ( 即 aCe EROAA M 


下 面 , 我 们 说 明 s(&,2 的 零点 就 是 离散 的 本 征 值 这 而 下 它 是 
阶 零点 . 
将 (9. 3.56) 式 两 边 对 x 微 商 有 


ml OBZ k) pik 1) Ek) _ Wz — k) 
alk,t) Ox y or Oe 
(9. 3. 63) 
再 与 (9. 3. 56) 式 联 立 消去 b) A 
1 = WELT, k) Hr, rE Ł)] 
I 


Ete Ss r 无关, 右边 的 分 子 所 (9. 3. 50) 式 也 与 工 无 关 , 央 而 
W: “Pla, tek); plr k) 5 xc HR. 而 而 且 由 (9. 3. 51) 式 ， 
(9. 3. 64) 式 化 为 


Dik 
En D WP Crt kh) ptk] 


hT FL ae tg Wirt k) ¢ tk) A WERA. 这 样 ， 
我 们 可 根据 


(9. 3. 65) 


W[olx.t,k) f(x it.k)} = 0 (9, 3. 66) 
RY ek WEA. 由 (9. 3.66) 式 知 prik) T $2 LOREM 
HK, BD 
lxs, k) = clk, t) fp rs tk) (9. 3. 67) 
LRR k=ik, 有 
bx stsik,) = CGR, Ip, ikn) (9. 3. 68) 
但 由 (9. 3. 430 RA 
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lim $x,t,ik,) = cik, te tn (9. 3. 69) 


但 (9. 3. 4) EE RA) ¢ HY ae. N EE BECO. 3.69) 式 和 (9., 3.4) 
的 第 二 式 有 


ck, st) = cpt) (9. 3. 70) 
因而 ,(9. 3. 68) 式 可 改写 为 
O(xstrik,) =e, (2) bCr,taik,) (9.3.71) 
且 由 (9.3.43) 式 有 
Jim Batik.) = c(t)e (9. 3. 72) 


MR A=ik, 时 ,(9. 3. 52) 式 化 为 
Brst sik ) = alk tp Tt, — ik) + BOURGET ik,) 
(9.3.73) 
但 由 (9. 3.43) 式 和 (9. 3.46) 式 有 
lim i $x tk,) = alik, tet + Blik, tJe (9.3.74) 
比较 (9. 3. TORMO. 3. 74) 式 ,得 到 
ak, d) = 0, PGR,.t) =c, (2) (9.3. 75) 
这 就 说 明了 ik 就 是 eLOKTAHES. 下面 还 要 说 明 ik, 是 
at) 关于 大 的 一 阶 等 点 . 
由 (9. 3.65) 式 ,我 们 有 
2ikalk,t) = WI EER) Cx rtk) ] (9, 3. 76) 
上 上 式 两 边 对 4 ae 得 到 


vik È Se + 2ia(k,t) = Ww| tt tk) 


viene b>] 


+ Ww| $estsh), 


BL A=ik,, (9. 3.77) 式 化 为 
Ba | 
Ək | a=ik, = ` 


Er tika), R Ld AA (9. 3. 78) 
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OP(z,t,8)} 5 
WEER | (9. 3. 77) 


(Se | 


= 2k, | tik) | 


但 Cx .t,2) AN prt ALE Schrodinger 方程 (9. 3. 40). Ep 


Mirth) + kgsts kh) = up Crstsk) 
(9. 3. 79) 
oct + 有 (站 天) = u(r st k) 
1 ARBORS 4 SIT 2 微 商 ,得 到 
d plr, k) CERF k) u Seat sh) 
x [ |+ p PEs a 2kg Cr st k) 
Oo Tog(z ,tk) El k) y tk) Lea 
S | J+ k u PELE — 2k br tsk) 
(9. 3. 80) 
py Ete 


O) 9 (9, 3. 80) 的 第 一 式 , 以 wzctg) 乘 (9. 3. 80) 的 第 


ee 


Ə y Sz, tk) 


Ər L Ok rstk) |= 2RO( zt kD x te) 


(9. 3. 81) 


ML pets É) ge 69.3. 80) 的 第 二 起 ,以 Grit ATE. 3. 80) 


Raa ee 


om Sw] past, ky, PG kD WLT ORG st DCT k) 


(9. 3. 82) 
将 (9. 3. 81) 式 对 zx 从 一 ce 到 工 积分 ,将 (9. 3. 82) 式 对 工 从 工 到 
十 中 积分 ,分 别 得 到 
TERETERE E = w | Lee en »| 7 
(9. 3. 83) 
zf T Aat plesk dz =— W| gst) |、 


(9. 3. 84) 
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将 (9. 3. 83) 式 与 (9. 3. 84) MIT FELL Rak, 代入 ,注意 f(x,t ,ik,) 
和 $(zstsik,.) 和 它们 对 上 的 微 商都 在 |xj 王 十 oo 时 ,以 e 和 ”的 方 
ABTS MG 


zik, ertik pCt ik dz = wi | | 


art vik,) | 
"gsi, 


十 wras io ERE) ] (9. 3. 85) 
利用 (9. 3.71) 式 ,并 注意 Ort. ik A A= — kt 的 Schrödinger 
方程 , 则 要 求 | Etik de = 1 就 有 


[Parik rst sik dr =i (9. 3. 86) 
这 样 , (9. 3.85) 式 就 化 为 
zik, -w| (Se 2) Etiko | 
aoe) OSE |g | 03-80) 
(9. 3. 87) 式 代入 (9. 3.78) 式 ,得 到 
Oa = i 
Sha TTE? (9. 3. 88) 


FAH, a N k= ik, Eal DKF k - 阶 零点 .这 样 ; 在 (9. 3. 62) 
式 中 


al} 一 Perini 。 (这 ee (9. 3.89) 
| Ok anu, 
所 以 ,(9.3.62) 式 化 为 
a (ax ,t,k&) iky r x 2 . P aT 
ie Met) e ?qd 一 一 Qn pet ih)e ,> 


(9. 3. 90) 


将 (9.3.90) 式 代入 (9. 3. 60) 式 ,得 到 
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N 
= Medgar strike MW = Kley) + Bx + yt) 


n=l 
Bd [Kee Bly + zdz (y > x) (9.3.91) 


4£(9.3. 41) RHR k= ik TERA. 3.9 ANA. MEE 
后 , 即 得 到 确定 天 (zyyti) 的 GLM 积分 方程 (9. 3. 38), 其 中 的 
Bla tA AC. 3. 39) 式 ， 

剩 下 便 是 证 明 (9. 3.37) KR. 首先 要 说 明 的 是 根据 Fourier Æ 
换 的 性 质 要 求 


一 十 cc 时 ， K(xsy5t) 一 0， 


OK (ryt), 
Əy 


(9. 3. 92) 


其 次 ,将 (9. 3. 4D RAM r 微 商 有 


2 = jke 一 K(z,x,t)e” +i 


OK eyt) edy 


(9, 3. 93) 

LAM 2 ARAE 
rp _ 
Ox’ 


OK (r,r, [2] e7 
Or 


_ [OK (r,s yt) ix [oa OR (ryt) uy 
F Ox ] pis s Bx dy 


一 Rel 一 ikK(r, Tt)er 一 


(9. 3. 94) 
同时 ,将 (9. 3. 41) 式 中 的 积分 分 部 积分 一 次 ,并 利用 (9. 3. 92) 式 有 


i igr asa OK “a Ve iky 
p = e" -一 TKr" . a | Sos £) edy 


(9.3. 95} 
上 式 中 的 积分 竺 分 部 积分 一 次 ,也 利用 (9. 3. 92) 式 有 
g =e" 一 pK (xy te™ 一 在 se | 


4 Ai OK Gyd, iky 
Be an oy? dy (9. 3. 96) 


由 (9. 3.94) 式 和 (9. 3. 9 RA 


Oy 4, KTT) a TOK Crsyyt) , OK Cryst) ‘ike 
a ES or [ Ox Me oy J- 
“TOK (r, yt) OR Cry yt) ae $ 
+ | Ds dy! Ki dy (9.3.97) 


注意 ,对 于 复合 函数 Klr, yir) tA 


OK (x,t) z eR a 


OK (rsy) dy 
Oz + Oy le: 


Ox 
一 oe 十 Kant] (9. 3. 98) 
£ Oy ee 
这 样 ,将 方程 (9. 3. 97 ) 与 方程 (9. 3. 40) 比 较 有 
i OK (x ,ZX,t) ikx ibe OK (xy yt) OK(r,y,t) iky 
a a Jew t+] ax? Oy? Jetas 
= 十 oo ; 
= ufe” -+ f K(2.y.t)edy | (9. 3. 99) 
比较 上 式 两 边 e* 的 系数 ,得 到 
OK Cxya.t} 
—2-—— l u 
es (9. 3. 100) 
OK (ryt) _ FK, yt) as K< 2) aad 
Oz? oy? Tee 


其 中 的 第 一 式 即 是 (9. 3. 379K. 

上 面 论 述 的 应 用 散射 反 演 法 求解 KdV 方程 初 值 问 题 的 -: 步 
与 用 积分 变换 法 求解 线性 伪 征 分 方程 吓 十 分 相似 的 . 第 -一步 根据 
ty (rR Ay 和 名 相当 于 对 偏 微 分 方程 求 Fourier 变换 .使 w BH a 
= 玉 [a]; 其 第 一步 求 散射 量 和 乡 的 演变 规律 相当 于 求解 过 的 常 微 
分 方程 ;其 第 三 步 由 ， 和 多 散射 反 演 求 x 相当 于 作 Fourier DE 
fe, fE a Al u. 

下 面 , 我 们 用 散射 反 演 法 求 KdV 方程 的 孤立 子 解 . 研究 表明 ， 
纯粹 的 孤立 子 解 经 常 是 无 反射 势能 的 状态 , 即 4=0. 此 时 ， 
(9.3. 39) 式 简化 为 
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Blr,t) = Dee (9. 3.101) 
它 说 明 此 时 在 (9. 3. 39) 式 中 仅 有 离散 谱 的 贡献 . 


9.4 KAV 方程 的 单 孤立 子 解 


在 6.3 节 中 ,我 们 应 用 求 行 波 解 的 方法 求 得 了 KdV 方程 的 单 
孤立 子 解 ; 在 8.4 节 中 ,我 们 又 应 用 特殊 变换 法 求 得 了 KdV 方程 
的 单 孤 立 解 和 双 孤 立 子 解 , 这 里 ,我 们 用 散射 反 演 法 求 KdV 方程 
的 单 扳 立 子 解 , 下 一 节 求 双 孤立 子 解 . 

匠 吴 方程 (8.4.41) 和 (8.4.52) 式 ,这 里 用 散射 反 演 法 就 是 解 
于 列 KdV 方程 的 初 值 问题 : 


3 
[k oy gu ot 4 Su 9 (— It >) 


u| _, =— 2sechzz (C o0 < r <+ œ) 
(9.4.1) 
ER x toot.) 一 0. 
1、 解 下 列 Shiddinger 方程 的 本 征 值 问题 


h + A+ dsech’z)f, = 0 (— o ar <+ o0) 
Po Bel = 0 
(9. 4. 2) 
7 = tanhx (9. 4. 3) 


问题 (9. 4. 2) 化 为 


2, Ifo | ki 

any pty Eo sean =0 

jale 7) att 2 =p] A (9.4.4) 
Pa l=: —= 0 

326 


这 是 连带 Legendre 方程 的 本 征 值 问题 ,其 本 征 值 和 本 征 函 数 分 别 为 
gta erent 
lp = APOD = APh O) 
但 2,540, BR Phe (7) 40, RA 2, =k, mlll). Ml 
h = APO) = A V1 — F = Asechz (9. 4. 6) 
其 中 4 为 任意 常数 . 旦 由 (9. ORF 
Po ~ 2Ae * (r —>-+ œ) (9.4.7) 
与 (9. 3.4) 式 比较 有 


(9.4.5) 


c (0) = 2A (9.4.8) 
A 可 以 由 正 交 归 一 化 条 件 (9. 3.5) 得 到 


,fr + 1 
A sech’?zdz = A? d} = ] > A= — s+ (9.4.9) 
i» ay a 
Ai c(O)=/2, 
= secha, pa~ VEe (>to) (9.4.10) 
对 于 连续 谱 , 因 平面 波 无 反射 , 则 
atk.0) =1, bD 一 0 (9. 4.11) 


2. 由 (9. 3.10) 式 、(9. 3.11) 式 和 (9. 3.120047 
CRst) = vV 2e", alk) =1, (Rt) 一 0 
(9. 4.12) 
3. 由 (9. 3. 39) RRB 
B(xst) = (ky te "= Be (9. 4.13) 
而 GLM 积分 方程 (9. 3. 38) 化 为 


K(2,y5t) 十 2e Ye -| | "eK estide = 0 
(9.4.14) 
为 了 求解 积分 方程 (9. 4. 14) ,我 们 设 
Ka,y.t) = Flr)” (9.4.15) 
代 人 方程 (9.4. 14) 求 得 
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T(r,t) = — e“sech(x — 4t) (9.4.16) 


因 而 
K(xr,yt) =~ 07“ sech(x — 4t) (9.4.17) 
最 后 由 (9. 3. 37) 式 求 得 问题 (9. 4. 1) 的 解 为 
u =— 2sech*(x — 4t) (9.4.18) 


这 就 是 KdV 方程 的 单 孤立 子 解 . 它 就 是 (8. 4. 45) 式 中 上 = 1 的 情况 . 
9.5 KdV 方程 约 双 孤立 子 解 


考虑 方程 (8.4.41》 和 (8.4.51) 武 ,这 里 即 和 解 下 列 初 值 问题 


3 
CE A E 
or dr Ər 
(9.5.1) 
Pm =— §sech?2x 


| .=0 


由 于 初 条 件 是 双 狐 立 子 的 初 条 件 , 到 而 由 问题 (9. 5.1) 求 得 的 应 是 
KdV 方程 的 双 孤 立 子 解 . 
1. 求解 下 列 Schrodinger 方程 的 本 征 值 问题 


2 
S 0 So: ene we Pee) 
Ox? 
Po =0 
x ep 


(9.5.2) 
对 于 离散 谱 ,4== 一 起 <0, 同 样 作 (9. 4. 3) RAD EK, WI i) BH 
(9.5, 2) 化 为 


ə 2 og | ki | = 
sanm E | 十 |6 一 -党 | 四 =0 

9 ə — y] 

l 7] ua (9.5. 3) 
多 t= 1 

这 也 是 连带 Legendre 方程 的 本 征 值 问题 , 因而 

éé+t+l)=6>/=2 (9.5.4) 
l = AP (7) (2, <2.B0 4, = 1,4) = 2) Hs 


则 
328 


| W = AP = A, + 397 VI — F = 3A.tanhzseche 
os? = API = A, + 301 — P) = 3A,sech?x 


(9.5.5) 
相应 
| (~~ 6Ae = e (0e (x —>++ æ) i 
gy? ~ 12A Y=c(0)e * (r+ 2) Fi 
与 (9. 3. 4) 式 比较 有 
640) 一 64 ， cz(0) = 124， (9.5.7) 
再 利用 正 交 归 一 化 条 件 (9. 3. 5), 定 得 
A er (0(0) = V6), A; aes (c,(0) = 2 V3) 
(9.5. 8) 
所 以 
g = 3 tanh * sechz = 3 sinks + sech’x 
(9. 5.9) 
ps” = {2 sech’x 
对 于 连续 谱 , 因 平面 波 无 反射 , 则 
atk,0)=1, 6(k,0) 一 0 (9. 5. 10) 
2. 由 (9.3.10) 式 (9.3.11) 式 和 (9. 3. 12) 式 有 
oe tym VGC, chat) mse oy 
alk. t) = 1, blk, t) = 0 


3. 由 (9. 3. 39) 式 求 得 
Brot) = ci 有 te + hb the” = ee O 4126- 
(9. 5. 12) 
而 GLM 积分 方程 (9. 3. 38) 化 为 
K(xz,y,t) + ge fetes ne Zen Bert yao 
+ F Cee Cy+z Bi) 十 12670 2 1K (7, 2,t)dz Lg 
€9.5.13) 
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设 
K(a.yst) = h Cr, He "+ Llr, tje” (9.5.14) 
代 人 方程 (9.5. 13) 求 得 
(FL + 3e TON, 十 ae, =— 6e l 
fo MOT A [1 + Be HOTU, = — 12e 


(9.5.15) 
(9.5. 1S) AY PEARL e Ale ,并 引入 
&=2r-—4, §&=2-— 164 (9. 5. 16) 
Jitz st) =e Cl (at), Jar = 6 L(t) 
(9.5.17) 
则 (9. 5. 15) 式 化 为 
(1 十 3e7%1)7, + 2e J, 一 一 6e 
(9.5.18) 
i aJi t d + be“, =— 12e * 
由 此 求 得 
ia = 2, han- 2 (9.5.19) 
其 中 


D =— 6 "(em) Dp =— Lee“ +e %) 
\° =1 + Be 1 + 3e7** + 人 一 326 一 4 
(9. 5. 20) 
因而 


2s de) +26 Ha 8) tee 122) 
K(2,2,t) =J, +J: =—6 i pe 
(9. 5.21) 
最 后 由 (9. 3. 37) 式 求 得 问题 (9. 5. 1) 的 解 为 


3 十 4cosh2(z 一 4t) 十 cosh4(x — 16) 
u =— 12 [3cosh(zx 一 28) + cosh3(z 一 12) F (9. 5. 22) 


这 就 是 KdV 方程 的 双 扳 立 子 解 ,; 见 图 9-1. (9.5. 22) 式 与 用 推广 
的 Hopf-Cole 变换 得 到 的 (8. 4. 49) 式 完全 一 致 . 
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4k? 
0 x {) 2 Q A 
ta)z= -0.5 {bh)t= -0.1 COTEU 
0 I Q v 
(d): =0.1 (e)z =0.5 
图 91 
FEH: 当 : 一 士 c 时 ,(9.5.22) 式 明显 地 表征 双 孤 立 子 ， 
即 是 两 个 单 要 立 子 的 登 加 . 


Be SE cr ht BR 6 =2,—12t, WY > — opt pe t 
0 十 cc 时 ,et-0. 因而 


--2¢ zé 
lim Kirm 0 6(1 +201) 


mo 1+3e%’ MERASA) = Fe 
Ei (E D 
(9. 5. 23) 
所 以 有 
| > 
fim, u= 12 lim, el TF ger | TT echie — 4 — 8) 
R 固定) CE, aie) 
im w= 12 lim ELE) 一 一 2sechxz — ar — ôi 
jim u = 12 im Sli ae 2sech*(x — 4t — ĝi) 
《后 图 定 ) {| 国定 ) 


(9.5. 24) 


它 表征 以 振幅 a 二 一 2, 波 速 c< 二 4 前 进 的 孤立 波 ,其 中 b= 2in3, 
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1 
= 153 
ð 一 2 In3. 


其 次 ,固定 Srle ê 8,4 122, WY t> — cot} o> 
032 > 十 co 时 ,e 0, 因而 


6(1 + e*®) 
ee RRD TE aE 
zii , (9. 5. 25) 
l2e7**2 


lim K(x.z,t) 一 一 l+3e™ 


上 十: 
EAE) 
所 以 有 
(ene &, am) 


li 24 li lg h?[2¢x — 162 — 82) ] 
fo aia pria arll i ae sl °° T 2 
(Be 
(9.5. 26) 
它 表 征 以 振幅 a= g, RKcH—16 前 进 的 弧 立 波 , 其 中 5;= 
i pods 
— 4 ln3.8) =F Ins. 


9.6 Lax 方程 


从 KdV 方程 的 散射 反 演 法 知 , 对 于 KdV 方程 


du ar Bu 
a, ~ 6H ta = 0 (9. 6.1) 


的 求解 实际 上 化 成 了 下 列 关 于 业 和 ww 的 方程 组 
(at (à -up = 0 


(9.6. 2) 


ESE a - 3(u + a St -EW = 0 


的 求解 . JEP A 满足 竺 一 0,E(4) 一 0( 离 散 谱 ) 或 (2) 二 4ik'( 连 续 
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谱 ). 
Lax 把 KdV 方程 的 散射 反 演 法 加 以 推广 ,他 认为 求解 非 线性 
演化 方程 
Ou i Ou Fu i 


a =N uaz’ Bat | (9. 6. 3) 
首先 需要 找到 一 个 合适 的 本 征 值 问题 
Ly = — ag (9. 6.4) 


HALES ut PR KFMRERT. AA.. 6. 2) 的 第 一 个 方 穆 , 即 
Schrödinger 方程 , 工 为 


i —u (9.6.5) 
其 次 ,本 征 值 4 要 与 1 无关, 即 
da 
an (9. 6. 6) 
最 后 ,需要 找到 一 个 合适 的 线性 算 子 M 
Op _ 
a = MY (9. 6.7) 


M 也 与 有关. 例如 ,(9.6.2) 的 第 二 个 方程 ,M4 为 
_ 23 3 
M=- ja + 3(u + a) 5 + EW) 


3% 3 Ou 
See a sat EO (9. 6.8) 
根据 上 述 根 法 ,Lax 得 到 了 散射 反 演 法 的 一 般 规律 
将 (9. 6. 4) 式 的 两 边 对 时 间 上 微 商 ,规定 守 二 SE A 
《9. 6. 6) 式 ,得 到 


ƏL, . of__,% 
Bethe HAs (9. 6.9) 
(9. 6.7) 式 代 人 (9. 6. 9) 式 得 到 
OL 
> = [M,L] (9.6.10) 
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CRA Lax 方程 ,其 中 
[M,L] =ML— LM (9.6.11) 
ROH Poisson 括号 或 换 位 算 子 , 由 此 可 见 ,Z 和 M4 是 自 伴 的 线性 算 
子 , 称 为 算 子 偶 .方程 (9. 6.4) 和 (9. 6.7) 称 为 Lax 对 (1.ax pair). 
这 样 ,求解 非 线 性 演化 方程 (9. 6. 3) 的 初 值 问题 
E = v( ect Su | 


On’ Br 
(9.6. 12) 


= u(x) 
ines 


可 以 分 为 ie. 

第 一 步 是 下 问题 ,根据 co Ce) ,求解 本 征 值 问题 (9. 6. 4) FOR 
初始 的 散射 量 . 

第 二 步 是 确定 散射 量 的 时 间 演 变 . 它 根 据 方程 (9. 6. 7 A | wf 
>t M 的 渐 近 式 去 计算 . 

第 三 步 是 反问 题 . 根据 散射 量 的 时 间 演 变 由 方程 (9. 6.4) 去 求 
uxt), 

虽然 ,Lax 给 出 了 用 散射 反 演 法 求解 非 线性 演化 方程 的 一 般 
ME fA LA M 是 很 难 找 到 的 . 


9.7 AKNS(Ablowitz-Kaup-Newell-Segur) 方 法 


Ablowitz, Kaup, Newell Ai Segur 进一步 把 散射 反 演 法 加 雇 
推广 . 他 们 注意 到 ,用 散射 反 演 法 求解 KdV 方程 


Dz Ou Ou 
E 7 = 0 (9.7.1) 


a 
E+ Aw = 

oy oy ,oy Ou peak 
a tiar bu Sz 39 57 = 0 (E(t) = 0) 


(9.7. 2} 
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( 见 (9. 6.2) 直 和 (9.6. 8) 式 ) 的 求解 问题 . 其 中 第 二 式 的 4 3 用 第 
一 式 的 2 代入 ,还 可 改写 为 : 


feta ~ wg = 0 
3 3 (9, 7.3) 
og — (2u + 42) Æ = 0 


一 个 很 有 趣 的 现象 是 ,在 (9.7.3) 式 中 , 若 取 4 一 起 ,4 三 加， 则 
Schrödinger 方程 ((9. 7. 3) 的 第 一 式 》 


oe + (2 — ug, =0 (9.7.4) 
很 易 化 为 下 列 方程 组 : 
ae + ikp, = p 
o (9.7.5) 
Er 一 ikp = ug 
而 且 ,(9.7.5) 式 很 容易 改写 为 
一 i 入 二 ip 一 一 好 
(9.7.6) 
一 ip +i = kha 
因而 , 若 令 
.9 1 
dr) {ar 1 
=("|, L= 9.7. 
4 s Or 2 ( 7) 
dr 
则 方程 组 (9. 7.6) 可 以 表 为 
Ly =— ky (9, 7. 8) 
此 外 , 取 一起,% 一 页,(9.7.3) 的 第 二 式 化 为 
OP +g, SE — (ou HA) oh — 9 (9.7.9) 
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Hp Hy FACS. 7.5) 的 第 一 式 代 入 后 化 为 
tik® 一 Ziku 一 Selah + AR? + udp 


Oy, ai gs 
Ət 1 
(9.7. 10) 


而 将 (9.7.5) 的 第 一 式 两 边 对 时 间 上 微 商 ,并 再 利用 (9. 7.5) 式 ,不 


难 求 得 
ag, | : Ou 2 2 Ou 
— =| 2ik ax + 4k?u + 2u Sx | gy 


or | 
piim omet Ali (9.7.11) 
\ Ox | 


这 样 .(9.7.9) 式 化 为 下 列 方程 组 : 


a = Ad, + By 
Oy: (9.7.12) 
a = Ch ~ Ap, 
其 中 
Ou 
i 一 一 dik’ -~ 21kt 一 Bz 
B= 4k’ + 2u (9.7.13) 
` ., Ou z ; Ou 
= — 2ik 57 + u + 2 - gr 
而 且 . 若 令 
A _ jA B \ 
Wir #208 (0.7, 12)8T LEE 
= = My (9.7.15) 


方程 (9.7.8) 和 (9. 7. nice anes RAA TA 


根据 方程 (9.7.35) 利 (9.7.12), 应 有 
oi i og | = dj dgh | \ S el KA 
|= ! 2|= a) (9.7. 16) 


dl Ox Ox\ or i g 
BRA H E tE R HF Compatibility e or consistency condi 
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tions). 


(9.7.5) 式 和 (9.7.12) 式 代 人 (9.7.16) 式 应 有 
— ikp) = EET 一 By.) 


(9.7.17) 
Cug + ikp) = = 2 Cp — Ag.) 
由 此 得 到 
ee + uB) p+ [22 24 + 2k] g =0 
-ƏC f) i i P aA : 
la a ae uC |, + | -+c ubh =o 
(9. 7. 18) 


因 yg 和 y; 是 独立 的 函数 , 则 方程 组 (9.7.18) 的 所 有 关于 yg M g 
的 系数 应 为 零 . 所 以 


Oz = — uB 

ƏB =— 24 — 2ikB (9.7.19 
ie e 

C SE uA + 2ikC 

k 


(9. iets aan 
ERABAT. A O. 7. DRET A 


| + ia = as 
| (9. 7. 20) 
[$e — ip = rp 


其 中 4 为 本 征 值 ,g(x;t) 和 r(xz,t) 为 势能 ,他 们 都 是 有 竺 确定 的 蘑 
个 非 线 性 演化 方程 的 解 . 


AE aS 
Rig 
ih) ae ~ 18x q N gi 
v= (ii), Be, il Nr Ge ae 
i ir nee 
(9.7.21) 


则 方程 组 (9.7. 20) 也 可 表 为 


p= 或 Bony (9.7.22) 
的 形式 . 
同时 ,保留 (9.7. 15) 式 , 即 
ag _iA4 BY 
yo MY Mal al (9.7.23) 
或 
Op, 
Reece (9.7.24) 
og n E 
OL ~ CY, Ady 
则 由 相 容 性 条 件 (9.7.16) 有 
È ats — ag, ) = 2 (Ag, + Bg) 
(9. 7. 25) 


3 
ne Srp + 1Ag,) = ay (on ~- Ap) 


rey =o, 则 由 方程 组 (9.7.25) 得 到 


EE 
i Ər Line oA 
le ao eral 2iaC | Ya — [Se -aC re] dy = 0 


(9.7. 26) 
因 Ald, 是 独立 的 函数 , 则 方程 组 (9. 7. 20MM eo 和 ys 的 系 
数 应 为 零 , 所 以 


3 
st =— rB + ql 

3 , 

oF 三 a — 29A — 2iAB (9.7. 27) 
x = 这 + 2rA + 2iaC 
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《9.7.27) 式 称 为 AKNS 方程 组 , RR A,A) Blast. AA 
Cirt ARAM ATH BGK. Mihi AKNS 方程 组 并 比较 4 的 
寡 次 , 则 可 获得 关于 & 和 > 的 非 线性 演化 方 称 以 及 关于 内 和 内 的 
Lax 对 .下 面 分 一 种 情况 说 明 . 
1. 很 设 及 ,B,C 是 的 一 次 多 项 式 , 印 
A= A + AA + AA + hA 
F = B,+ BA+ Bx Bd (9.7. 28) 
lc = C, + Cà + 6,4 CX 
BERAA RAG. 7.207 HRE TD BA A KIREK, WS 
得 到 : 


_ OA . ƏB, OC Ə 
av, aa =~rB, +gCo, By -X 2gAqs ae =z +2rdc 
(9.7.29) 
、 8A eae &, 
X, St = rp a l = qA; - Ba B= 2rA + 2iC, 
(9.7. 30) 
» OA, ~ OB, aC, Peeve 
À ; Bz =—rb, HC: B= 一 一 2qA, —2iB,. Er = = 2rA., +2, 
(9.7.31) 
, OA, ƏB, a; 
a, an =—rB, +9Cy. a7 =—2gAs —2iB,, 5 =2rAy +20, 
(9.7.32) 
X: By=0, C=0 (9.7. 33) 
(9.7. 33) 式 代 人 (9.7.32) 式 ,得 到 
34 mo a 
Ee = 09, 8, =iqå;, C, = IrA; (9, 7. 34) 
因而 


A, = ÅG), B, =iqÅ (t), Cy = irÂ;,@) (9.7.35) 
E A, 是 上 的 任意 函数 . (9.7.35) 式 代入 (9.7.31) 式 ,有 
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3A a i 
ao =0, 1A; ae =— 2gA, - 2iB,, 
2 Or ay g 
iA; Em = 2rA, + 21C, (9.7.36) 
因而 
_ 4 _. 5 A; oy a Âd 
A, = A,(t),B, = gA 了 ar’ C = irA, + 2 Bz 
(9.7.37) 
其 中 A, 是 上 的 任意 函数 . (9.7. 37) 式 代入 (9.7. 30) 式 ,有 
34 _ Ay dgr j d dd a i 
Ee = Ər? iA, Bz 2 dai 一 29 和 A 21B, 
.7 Or A, Or 7 
lià Bx 十 Br = 2rA, 十 2iC , 
(9. 7. 38) 
因而 
(ip cathe o Ar dq _ iA; dg isa pià 
A, = gar + AG). B, = 7 Dx 1 Be’ + z4 +iAg 
C A, Ər iA, er iA; 2 sm 
Cy = 2 ax 1 ar + 7 gr? + iAyr 
(9. 7. 39) 
(9.7. 39) 式 代 人 (9.7. 29) 的 第 一 式 ,得 到 
OA, A; Qgr , iAy dj Bg ri F 
ar 2 ðr 4 arlT dg a Bz | (9. 7. 40) 
所 以 
A; iÅ j Bg i G . 
Ay = Fart “rar orl E AG) (9.7.41) 


其 中 Ay 是 上 E BR. 


Ek A, =0,A,= 0, Ap =0, A, = — 4i, WH C9. 7. 41 RY 


(9.7. 39) 式 、(9.7.37) 式 (9.7.35) 式 和 (9.7.33) 式 ,有 
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f or ; 
| Ag = ra Tg ox’ A, = 2igr +A; = OA; = í) 
Og 
B, = a'r — 53, B, = 21 2, B = 4g, B=0 
F 7 .Or 
Ci = Zar = ae C; pt 21 or’ Ca = dr, C; = 
(9. 7.42) 
这 样 ,(C9.7.28) 式 化 为 
Or | 
A =— 4i r- ag] 
| a 
B = 4g + 2i A + |24 r- Bal (9.7.43) 
. or i Əri 
a 和 eo eS pi 
C = 4rd 2i SA + | 2ar Ir 
而 以 Ay, BoCa 代入 (9.7.29) 的 第 二 式 和 第 三 式 , 求 得 
og | oO | Og 
ot bgr ar = ox? 9 
(9. 7.44) 
Ər 


OL 69r or rie an o 
在 (9.7.44) 式 中 , 若 取 9 二 1,r 二 au( 或 9 二 wr 二 1), 则 化 为 KdV 方 
程 


Ou Ou Ou 7 
ay 6u 5 + Bz = 6 (9.7.45) 
相应 ,由 {9.7.20) 式 和 (9. 7, 20 RRB EM Lax 对 为 
Or ya 一 We ing ee 
x + Mf = pe, ax iA, = up (9.7.46) 
Al 
(Op, i ‘a 9% Ou $ í w r g 
) laa AiA Qidu Bz Jv + CAM + Zu) 
|e = [4x u — ia + e -总 |y ae ' qia + zidu + SE |y, 
i 


《9. 7. 17) 
34) 


(9.4.76) 式 形式 同 (9.7.5) 式 ,(9.7.47) 式 形式 同 (9.7.12) 式 . 
在 (9.7. 44) RP. ER g 二 r 二 w. 则 化 为 mKdV 方程 


Ou Ou Su _ 
a 8 a tas = (9.7.48) 
相应 ,由 (9.7.20) 式 和 (9.7. 24) 式 求 得 它 的 Lax 对 为 


~A + iA = ude, oe — idp, = up (9.7. 49) 


Al 
ie = (— 414° — 2idw*)g, + [atu + zia St + 2u? 一 oly 


EZ E [ax u— Na 5, oe 2u? 一 oH) a, + epia? + iàu? Yoa 


(9. 7.50) 
. RRA BCEA RETA. MC. 7. 28) 式 中 A=, 
C0 的 情况 . 
这 样 ,以 (9. 7. 28) 式 代入 (9. 7. 27) 式 后 , (9. 7. 29) ak, 
(9.7. 30) RAC. 7 pr i (9. 7. 32) 式 化 为 


B,=0, C,=0 (9.7.51) 
类 似 , 很 易 求 得 
A. = Ât). B, = igA,(t), Ci = irAs(t) (9.7.52) 
A, = AU), By =igA, 一 = oe C = ir + al 7 
(9. 7. 53) 
ales Star + Att) (9. 7. 54) 


在 上 面 诸 式 中 Å ,4 A HE te HERA. 
ik A,=0,4,=0,A,=— 21,0 4 
A, =—igr, A, =O, A, =— 2i 


B, =i at, B, = 24, B,=0 


k or . 
C= 1a C= 2r, C,=0 


(9.7. 55) 
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这 样 , {9.7.28) 式 化 为 
A =— 214° — igr 


_ 2% 
B= 2gd+i5t (9. 7. 56) 


C = 2ra—i = 
而 以 Ap. BoC 代 人 (9.7.29) 的 第 二 式 和 第 二 式 , 求 得 


-Q Pl ypa 

i> taz 20 = 0 

rS (9.7.57) 
. r 


在 (9.7. 572) AR gus =u Au HREM). MLA 
u X 5 
iS + 52 + 2lul?u = 0 (9. 7. 58) 


这 是 非 线性 Schrödinger 方程 的 另 一 形式 (见习 题 6. 16). 相应 地 ， 
由 (9. 7. 20) 式 和 (9. 7. 24) 式 求 得 它 的 Lax 对 为 
OF: + iAg, = up 
(9.7.59) 
Br ; 1Ags, = up 


Bt = (— iat + ilu ldg + | Bin +1 SE) 
et =|- 2m +i S| + QIX — ilu? bp 
(9,7. 60) 
3. 假设 ABC 是 :的 多 项 式 , 其 中 最 简单 的 是 与 人 :成正 
比 的 情况 BI 


A=iA', B=mA!, C=ni'! (9.7. 61) 
将 (9. 7. 61) 式 代 人 方程 组 (9. 7. 27) ,得 到 
ol 3 On 
AN, B= rm + gn, 5, = yl, a, T are 
(9.7. 62) 
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a; ea 一 2im = 0, 入 + Pin = 0 (9.7.63) 


(9.7.62) 式 与 (9.7.63) 式 结合 .得 到 
zi Ol ae Oqr og = 
‘Sr Se’ Sra 


: or 
didq, aren 一 4ifr 
(9. 7. 64) 


R=- ‘cost m=n=tsinu WO. 7.61) 式 化 为 


= ees L ie Oe, 
i dA 4A 224 Ət 


| 1 
iC = ssinu = 
x 4A 


相应 地 ,(9.7. 64) 式 化 为 


| 
ie] 
5 
a 
x 
& 
| 
u 
- 
=] 
z 
| 


(9.7.65) 


2 n 一 D ios ) C E cos cae rcos 
2 aL = or CDS ara = GCOS# , Brot Ea Sgi 


(9.7.66) 
Q 
在 (9.7.66) 式 中 . 若 取 4 一 一 一 一 d Se Wik» 
2h = sinu (9.7.67) 


这 是 正弦 .Gordon 方程 的 另 HRC. 6. 4d). 相应 地 .出 
(9.7. 20) 式 和 (9. 7. 24) 式 求 得 它 的 Lax 对 为 


Oy, ee a Ou 
Fe + tag, = | 2 5, | #2 
a eG (9.7. 68) 
[ott ap ec L 
ae Me =| 9 arl” 
和 
x a S 
EA = | peo | #1 + | pinul be 
i i (9.7.69) 
ERIE, sinu |, +j- i ¡cosu | gh 


剩 下 的 问题 就 是 求解 方 竹 组 (9.7. 20) 的 散射 反 演 问题 .从 而 
利用 它 可 以 求解 mKdV 方程 、 非 线性 Schrödinger A f. I 5%- 
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Gordon 方程 等 其 它 的 非 线性 演化 方程 .不 过 ,由 于 方程 组 
《9.7.20) 的 散射 到 演 癌 题 叙 述 复 杂 ,到 日 前 为 止 得 到 的 一 些 解 仍 
然 可 以 用 别 的 相对 简单 的 方法 去 得 到 ,所 以 ,这 里 不 再 论述 了 . 


>] 题 9 
9.1 WE KdV 方程 单 扳 立 子 解 中 Schrödinger 方程 的 初 值 问题 
jes He + AF 2sech?x)g = 0 (— oo xt oo) 
I, sos ee 
fhia T Z| S 
吕 以 通过 变换 
go = Hsechz, €=sinh*zs |g, = VI + Ep.) 
化 为 下 列 超 比方 程 的 本 征 值 问题 
d? Bo 十 1 d¢, 
fi +4 ~ qe t > dË +4 +A, = 0 
2 dg, = 
tol OY, ae a 
并 求解 . 
9.2 WEA KdV 方程 双 孤 立 子 解 中 Schrodinger 方程 的 初 值 问题 
ES + At 6sech’z)¢, 二 0 (一 ce 二 工 所 十 cc) 
j g dy = 
|% Pere Os te priu = 0 
af DL et ee 
€=sinh’z (go = (1 + 4) 


po = $sech?z, 


化 为 下 列 超 比 方程 的 本 征 值 问 题 
alors LU + Dh = 0 


fea +6 98 + [3 
< 
dg, 
a Fe less = 
345 


并 求解 . 
9.3 用 散射 反 演 法 求解 
2 uep Og 
ðr 


Ot Ox 
—_ Bh 3. 
ei ee i 27 
9.4 用 散射 反 演 法 求解 
One Qu , Ou _ 
[St gy Bz + aa 0 


ot 
le | 一 -- 9sech?a 
:=D 


证 明 : 线性 Klein-Gordon 方程 


9.5 
Oe aE t f=0 
可 以 化 为 
Ou o He fw 
ov Ov 
a Sap te 


利用 (9.7.21) 式 和 (9.7.23) 式 ,证 明 : 相 容 性 条 件 为 
ƏM = ƏN +[M,N]=0 


Ox Ot 
其 中 [M,N]=MN-—NM. 


(pi CÀ) : 
9.7 aaa (x) 是 方 各 组 (9, 7. 20) AO r= tg DE 


9.6 


= i pal, PA À) | 
PE piar = i) 
9.8 在 (9.7.44) 式 中 ,到 9 一 zw,r 一 一 &, 求 非 线性 演化 方程 和 和 相 
应 的 Lax Xf. 
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第 10 Backlund $ 


非 线性 方程 找到 - -个 解 是 很 困难 的 ,找到 更 多 的 解 更 是 难 上 
W. Backlund 变换 是 建立 一 个 非 线 性 候 微 分 方程 的 解 与 玉 一 个 已 
知 的 线性 偏 微分 方程 解 之 问 的 关系 或 者 是 建立 一 个 非 线 性 偏 微 分 
方程 两 个 不 同 解 之 间 的 联系 ,这样 , 我 们 就 叮 以 根据 已 短线 性 偏 微 
分 方程 的 解 去 求 非 线性 偏 微分 方程 的 解 或 者 根据 非 线性 偏 微分 方 
程 的 一 个 解 去 找 别 的 解 . 


10.1 Backlund 变换 


我 们 分 两 种 情况 来 说 明 . 
1. 不 同方 程 之 间 的 Bäcklund 变换 
设 w(z,t) 是 一 个 待 求 的 非 线 性 偏 微分 方程 
Nw) = 0 (10. 1.1) 
的 解 ,又 设 uC ot FE — AS PR HE Hd OD E 
Llo) = 0 (10. 1. 2) 
的 解 . 那么 ,x 和 wv 之 间 的 Backlund 变换 是 下 列 一 阶 偏 微分 方程 组 ;: 
Su — pla 
Ox Ox’ Ot } 
a = ef uo. ae xt} 
如 果 上 述 关 系 能 够 找到 , 则 可 以 由 w AR u 注意 (10- 1 3) 式 中 的 
eS vi Vem. 我们 举 两 例 说 明 ， 
例 1 Burgers 方程 


{10. 1.3) 


=0 (10. 1. 4) 
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我 们 在 8.3 节 ,通过 Hopf-Cole 变换 


T (10.1.5) 
使 Burgers 方程 (10.1.4) 化 为 下 列 线性 耗 散 方 程 
Zi =o (10. 1.6) 
由 (10. 1.5) RA 
X = buv (10.1.7) 


这 就 是 我 们 找到 的 Burgers 方程 与 线性 耗 散 方程 之 间 Backlund 
变换 (10. 1. 3) 的 一 个 方程 . 
(10. 1.7) 式 两 边 对 x 微 商 ,再 利用 (10.1.7) 式 ,得 到 


2 
= vn he w 4 saute (10.1. 8) 
(10.1. DAWAR v, FAA. 1. pA, Bal 
z 7 4 Se 十 ute (10.1.9) 


这 就 是 我 们 找到 的 Burgers 方程 与 线性 耗 散 方程 之 间 Backlund 
变换 (]0, 1.3) 的 另 一 个 方程 . 

所 以 ,Burgers 方程 (10. 1.4) 与 线性 耗 散 方程 (10. 1.6) 之 问 
的 Backlund 变换 为 


OY Ses 
oz Bi (10. 1.10) 
Ov - Tio, le ki 
loa 2° ar ay Y 
屁 然 ,它们 满足 
dio oO | a 
lor) ra (10.1.11) 


它 称 为 可 积 性 条 件 ,(integrability conditions), ERER 9 章 的 相 容 
性 条 件 . 这 样 ,我 们 可 以 由 线性 耗 散 方程 (10. 1. 6) 的 解 去 求 Burgers 
方程 的 解 . 我 们 在 8. 3 节 已 经 举 了 几 个 例子 ,这 里 不 再 列举 了 ， 
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$| 2 Liouville 方程 


Ou R 

我 们 要 建立 它 与 线性 波 方程 
Coa (10. 1. 13) 
5x85 一 .1. 


之 间 的 Backlund BH. 显然 .它们 之 间 的 Backlund 变换 可 以 写 为 


ai (10. 1. 14) 
uw 2s a 
oy dy 7 a 


其 中 a 为 任意 非 零 常数 . 
若 将 (10. 1. 14) 的 第 一 式 两 边 对 y 微 商 ,并 利用 (10. 1. 14) 的 
第 二 式 和 (10. 1.13) 式 ,有 


\ 2 f utv 
Ss Se) = aa + SSE + Sole = e (10.1.15) 
类 似 , 若 将 (10. 1. 14) 的 第 二 式 两 边 对 x 微 商 ,并 利用 (10. 1. 14) 
的 第 一 式 和 (10. 1.13) 式 ,有 
2 (Qu) - ov na oe | 
a 


da | dy, ardy (Ər dz) =e 
(10. 1. 16) 
因此 ,Backlund 变换 (10. 1. 14? 满 足 可 积 性 条 件 
3 j oe | 二 | Se (10. 1.17) 


55| Sx! = Sxl y. 
有 了 Bäcklund 变换 (10. 1. 14). 我 们 就 本 以 由 线性 波 方 程 
(10. 1.13) 的 解 去 求 Liouville 方程 (10. 1. 12) 的 解 . 
我 们 首先 将 Bickiund 变换 (10.1. 14) 改 写 为 


E -~ v) = ae T ye . 
(10. 1. 18) 


auld 


|2e +r) = Ze Tee” 
因而 
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3 ae a, 
Ble" 过 ] 一 一 oe 
os te 2 (10. 1.19) 
Fe eee 
因为 线性 波 方程 (10. 1. 13) 的 通 解 为 
v= F(x) + Giy) (10, 1. 20) 


EH RDA Gy) HER BR. 则 将 (10. 1. 20) 式 代 人 方程 组 
《10. 1. 19) ,得 到 


= { e7 Zietz] \=— wee 
ee a (10. 1.21) 
5, \e 全 [fa 十 ro) 二 一 =e 了 
注意 ,利用 (10.1. 2024 
u — u + 2GOy) = u +v -~ 2F(r) =u — Flr) + Gly) 
(10.1.22) 
这 样 , (10.1.21) 的 两 式 分 别 对 xz 和 对 y 积分 ,得 到 
e piro] tees s feda + Siy) 
-lte PHG) “1 =G) ee 
和 =-ife “dy + RCx) 


其 中 民 (z) 和 SC 是 任意 函数 . 10.1. 23) 的 两 式 左边 相等 ,右边 
也 应 相等 , 则 得 
R(x) 十 feaz = Sty) + a Jeeray (10. 1. 24) 


上 式 左 边 只 是 工 的 函数 ,右边 只 是 > 的 函数 ,两 边 相 等 只 有 为 
常数 ,最 此 常数 为 零 , 则 求 得 


R(x) 一 一 [ ear, SQ) =- L fetay 
(10. 1. 25) 
这 样 ,(10. 1.23) 式 化 为 
en le FOG] D a Í Fda — 过 jy 
(10. 1. 26) 
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上 式 两 边 取 对 数 , 求 得 
u = F(x) — Gy) — ain | = = feaz Je L feaz} 


(10. 1. 27) 
这 就 是 根据 线性 波 方 程 (10. 1. 13) 的 通 解 (10. 1. 20948 Backlund 
变换 求 得 的 Liouville 方程 (10. 1. 12) 的 通 解 公式 ， 
在 (10. 1. 27) 0), SR a=—1,F (2) =In2f' (x), —Gly) = 
Ing’ (y) W148 8) 


(10. 1. 28) 


u = ln 


2f xg Cy) | 
[Fir + goo} 


这 就 是 我 们 在 8. 2 节 求 得 的 Liouville 方程 的 解 (8. 2. 39) 式 . 其 中 
SOA gp AER BR. 

2. 周一 个 方程 两 个 不 同 解 之 间 的 Bäcklund 变换 

设 xzyt 和 aoCzsti 是 非 线性 例 微 分 方程 (10. 1]. 1) 的 两 个 
解 ,那么 ,xz 和 wo 之 间 的 Backlund 变换 为 


ou _ pi Quy Quo 

Oz = Pl usu ge? eae tet] dis i TA 
du L Ql u ,u,, Oe, me | = 
or to aart aT 


如 果 上 述 关系 能 够 找到 ,那么 RIII AY VA h IERE R St E 
一 个 解 us 去 找 它 的 另 一 个 解 x, 而 且 可 以 反复 运用 . 
这 方面 的 例子 我 们 在 后 两 节 说 明 . 


10.2 正弦 -Gordon 方程 


在 7.6 TRIJE wH, E -Gordon 方程 可 以 表 为 
nee = sinu (10. 2.1) 
KT uE pA uE p BB EE IE -Gordon 方程 的 解 , 即 w A wo 
分 别 满足 
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Fu . Oe, i 
atoy = sing, afar = SINK, (10. 2. 2) 
把 这 两 个 方 称 相 加 和 相 减 ,得 到 


f _ uty u— ly 
seas + uy) sinu 十 sine, = 2sin 3 — cos 一 一 一 


2 
sea — u) = sing — sinu, = 2cos “sin 
(10. 2. 3) 
FB He FR TOR iE Z-Gordon 方程 (10. 2. 1) 4 Backlund 变换 为 
St = oe + 2asin stu P 
0. 2.4 
Ou -Sa | 2 inte ; 
on On a 2 
其 中 a 为 任意 非 零 常数 . 


C10. 2. 4) 的 两 个 方程 分 别 对 7 和 对 & 微 商 ,并 利用 (6. 4. 4) 
式 , 有 


Of Guy Ou, E ut tia 
A 美 | — ad 2 
= Px, ut uy U 一 Ug 
= Ed + 2cos 3 sin 3 
2j u) n Zu lj st) amt 
| ð) COE OY aê dÈ 2 
2 < 
一 一 se + 2sin < + Wos Ë 5 Ho 
(10. 2.5) 
这 就 是 方程 组 (10, 2. 3). 而 且 
oi 2 
ay 于 | = = ES (10. 2. 6) 


有 了 Backlund 变换 (10. 2. 4), 我 们 就 可 以 根据 止 弦 -Gordon 
方程 的 … 个 解 去 找 它 的 另 -个 解 . 
例如 x, = 0 iE -Gordon 方程 (10. 2. 1) 的 一 个 解 , 则 由 
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Backlund 变换 (10. 2. 4) ,得 到 


E = ?asin 
4 (10.2.7) 
| du =- é u > 
ion a 2 
(10. 2.7) 的 两 式 分 别 对 和 对 积分 , 则 得 
[inan $ = af + ep 
(10. 2. 8) 
[intan £ =q 十 RS) 
EF FOO Cp) EEK. 比较 (10. 2., 8) 的 两 式 有 
FE) — a = Gy) — 44 (10. 2.9) 


EXAW RE E HRM AWA HR, MS RA 
数 , 取 此 常数 为 83, 则 求 得 


F(E) = aê +.8,6@) = 1y +8 (0.2.10) 
这 样 , (10. 2.8) 式 化 为 


Intan g = aÊ + lyts (10. 2.11) 
因而 
tan 二 = eft ane (10. 2.12) 
以 《7. 6. DRAA C10. 2.12) 式 ,得 
ee lala Shel 
(10. 2. 13) 
TEE eas Tla = ec, Sty oo 


大 
= . 则 (10. 2.13) 式 化 为 
doe | 


aint £ 一 el4nir-e)—e] (10.2.14) 


这 就 是 我 们 在 6.4 节 用 行 波 法 求 得 的 c<ci 情况 下 正 驴 -Gordon 
方程 的 扭 结 或 反 扭 结 笑 立波 解 ( 见 (6. 4. 24) 式 ). 

又 例如 wo =x Æ E R-Gordon 方程 (10.2.1) 的 一 个 解 , 则 由 
Backlund 变换 人 10. 2. 4) ,得 到 


ae 一 2asin| = | 一 2acos > 
(10, 2. 15) 
See: 2 inl 和 |= 2 os ad 
oy a \2 2 a 2 
(10. 2. 15) 的 两 式 分 别 对 < 和 对 了 积分 , 则 得 
Intan| 4 LAEN z] = @& 十 9(07) 
(10.2.16) 
Inten| $ +4]=-4 Ly 十 RE) 
其 中 KC) 和 5S(7) 是 任意 消 数 .类似 (10.2.8) 式 的 处 理 , 我 们 有 
RE) — a = Si 十 二 7 一 (10. 2. 17) 
因而 
R(é) = a& + 6, Sim) =- +ð (10. 2. 18) 


这 样 ,(10.2.16) 式 化 为 


Intan $ + |= as 一 二 9 十 3 (10. 2.19) 
所 以 
tan| 地 + 了 | = ete (10. 2. 20) 
以 (7.6.3) 式 代 人 (10. 2. 20) 式 ,得 
ran{ $ + F) = exp (2 1, [= a 二 icu] 十 a) 


(10, 2.21) 
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AR 


ara et aSa 
Ee = 
则 
5 + 1 ae a — l = __ fo. doin 
pr N 2a Ay tm m = 二 十 本 = 
那么 (10.2. 21) 式 化 为 
u T) a Dmir- et) 8] oe 
tan| a+ T e (10. 2. 22) 


这 就 是 我 们 在 6.4 PETEERE t> 情况 下 正弦 -Gordon 
方程 的 扭 结 或 反 扭 结 孤 立波 解 . ( 见 (6. 4. 14) 式 ). 

下 面 应 用 Bickiund 变换 (10. 2. 4) 式 给 出 正弦 -Corden 方程 
的 非 线性 豆 加 公式 并 根据 此 检 加 公式 求 出 正 艾 -Gordon 方程 的 双 
扭 结 孤立 波 解 . 

1. 非 线 性 熏 加 公式 

利用 Backlund 变换 ,我 们 可 以 根据 非 线 性 演化 方程 的 一 个 解 
uo 求 出 它 的 另 一 个 解 cee 同样 ,我 们 可 以 根据 这 个 & 还 可 以 求 出 新 
的 解 . 我 们 设想 ,由 u 分别 选择 参数 a 和 az 可 分 别 求 得 wl 和 u, 
再 由 这 个 如 Au 分 别 选 择 参数 a, Ma, 可 以 求 得 zx Muy HE 
合适 的 积分 常数 使 xs: 一 zx, 其 构想 兄 图 10-1. 


图 10-1 
按照 上 述 设想 , 则 由 Backlund 变换 (10. 2. 4) 的 第 一 式 ( 也 可 
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以 用 第 二 式 ) .得 到 
(Ou, Duo u, 十 uy 


| 5E = 3. + 2aisin 7 
4 (10, 2.23) 
| Qu, _ du seen! i = Hu 
amet 
| du uy + za 
[ae 2 =% + 2a,sin “3 7 


它 称 为 Backlund 变换 的 可 交换 性 . 
将 方程 组 (10. 2. 23) 的 第 一 式 和 第 三 式 相 加 ,第 二 式 和 第 四 式 
相 加 ,分 别 得 到 


Stu 一 uy) = 2| asin Ee + asin uon 
k 一 uo) = al asin = os tal ae a,sin uy + to 
(10. 2. 24) 
(10.2. 24) 的 两 式 左边 相等 ,右边 也 应 相等 , 则 得 
| [i ` + \ 
a | sin us + ie sin tte) 一 as | sin n Para sin | 
j 2 2 
(10. 2. 25) 
利用 sine— sinf = 2cos et Psin ae, 10. 2. 2598 A 
fe se eg eae te 
asmi a lis cssin | 7 + re 
(10. 2. 26) 
由 此 求 得 
Ua — tn ay te ds u, `t Pare 
tan 4 es tan 7 (10. 2. 27) 


它 称 为 正弦 -Gordon ee 由 这 个 舍 加 公式 ， 
我 们 可 以 只 应 用 纯 代数 的 运算 就 可 以 根据 vosu 和 zz 找到 正弦 - 
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Gordon 方程 的 一 个 新 解 ua. 

2. MH BM Ti R 

直面, 我 们 应 用 正弦 -Gordon + $ a W i R ERMAR 
(10. 2. 27) FE -Gordon 方程 的 双 扭 结 孤 立波 解 . 

在 0<c<co 的 情况 , 兰 我 们 取 


ue R e ty ate Le 
uo = 0. tan = er cae tan 2 ptt lee) 


(10. 2. 28) 
FP ui (RAAB cD x EA e i E AIH A Or tes 代表 以 速 
FE c Wel x BQ Ay lel Bit BE AS FH SS PR E. 在 (10. 2. 27) 式 中 取 


_ fete 1 _ faze 
a = ,| 一 一 a= oi Set 


ip tt a Nare 
3X FE, C10. 2. 28) 式 和 (10. 2. 29) 式 代 人 (10. 2. 27) Rh HERG 


(10. 2. 29) 


feo Bic os 2 Ene, sinhnet 
4 C coshnr 
ERE > A AD i a dt A SE we A PET PR IE A 
Gordon Fr $E A) ILE AK HH. 
由 (10. 2. 30) 式 不 难 求 得 


(10. 2. 30) 


f u Ei ' 

| lim tan “3 =, EL dae 一 [esc HP e7" tet 
DER: 4 2csinh2nr — ] 

< 

y 

\.. Ha Co AERES ETS 
l lim tan — —- ———--—le -e i] 
Ban cia: 4 2esinh 27.7 [ a 


(10. 2. 31) 
国 此 ,(10.2. 30) Aa SE EA SAY OMe BE AY BE. 


tt ata et) us ~ oleic r Fi 
u, = O.tan ae + tan 本 一 (10.2.32) 


显然 ,ui 代表 以 速度 c 向 x 正方 向 前 进 的 扭 结 孤 立波 .zs 代表 以 
速度 c 辐 并 反方 向 前 进 的 反 扭 结 孤 立波 .同时 ,在 (10.2.27) 式 中 
取 
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这 样 ,(10.2.32) 式 和 (10. 2.33) 式 代 人 (0.2,27) 式 , 便 求 得 


tan uy = ict sinhnx (10. 2 34) 
4 co coshnct 


它 表 征 两 个 不 同方 向 前 进 的 下 A a A EE H o E PRO 
E -Gordon 方程 的 双 扭 结 抓 立 波 解 . 而 有 由 (10. 2. 34) 式 不 沦 求 
得 


lim tan ‘ = oe eer aaa 
(10. 2. 35) 
(lim tan = ale "a et |] 
a th FE A H A Da w 
10.3 KdV 方程 
对 于 KdV AF 
Ou Ou Cu 
Be ~ 8 3, + a = (10.3.1) 
#4 
“= oe (10, 3. 2) 
代 人 方程 (10. 3.1) .对 工 Ts 
Sw $ oy — a 
~ 3 oe +55 =0 (10. 3. 3) 


我 们 设 wire) All ole KdV Sent 3. 3) AY HE, EP te Al 
Wy 分 别 满足 


dw 3 Ou _ ow 
a “i az" “Tk 
; (10. 3. 4) 
Vw, _ 2 Ouo u Dw 
oO Br’ Ox 
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我 们 通过 散射 反 演 法 导出 KdV 方程 的 Backlund 变换 .由 散射 反 
演 法 知 ,z 和 zo 分别 满足 Schrödinger 方程 , 即 


[oy 
| = 
Jaz (A— we = 0 


| (10. 3.3) 


oF + (A — ua ty = 0 


为 了 找到 KdV 方程 的 Bicklund 变换 . 我 们 先 用 一 个 简单 的 例子 : 
取 ua = 0,4 —2sech?x, W10. 3.5) 式 化 为 


Ər? 


oo 
| dr? 


(10. 3. 6) 的 第 一 个 方程 可 以 改 与 为 
3 一 ranhz| | 2 + tanhz|ġ =— (A+ De (10.3.7) 


2 
2 + (A + 2sech’x)y = 0 
(10. 3. 6) 


+ Ay = 0 


| Ox 
RH ,很 易 证 明 : 苦 令 
. 3 
g=] 5 tanh] g, (10. 3. 8) 


则 只 要 g 满足 (10. 3.6) 的 第 二 个 方程 , 则 就 满足 (10. 3. OWS 
一 个 方程 .反之 亦 然 ， 

这 个 例子 给 我 们 -~ 个 启发 , 当 wo Mu 都 不 为 零 时 ,可 以 通过 
g 5 go 的 联系 建立 ww 与 wo 的 联系 .为 此 ,Darboux 设法 找到 一 个 
连续 函数 zw(z) 使 得 


p= É _ vary, (10. 3.9) 


来 建立 4 与 zo 之 间 的 联系 . 
(10.3. DARA (10. 3. 5) 的 第 一 个 方程 ,并 利用 (10. 3. 5) 的 
第 二 个 方程 ,得 到 
dw | dpa da dv 
5c | or T E Bat 


uy 一 u 2 (uo wu [ps =0 
(10. 3. 10) 
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由 此 使 我 们 选择 v(x) 满足 


(10. 3. 11) 
Ou, Əv 
ae an uwa 
(10.3. 11) 的 两 式 结 合 有 
2 
an SY we (10. 3.12) 


(10. 3. 12) 式 对 工 积分 - :次 ,并 与 GGKM 变换 (9.1.13) 比 较 有 
x A RE 
wea tutta (10. 3.13) 


PAB A toga OL = ERARO. 3.11) 的 第 一 个 方程 ,得 到 
Ow, dw ov 


at E - 2S = 0 (10. 3.14) 
EAR a PSI RAD RAS , WE 
we Toan aps (10. 3. 15) 


这 就 是 我 们 找到 的 v(z). Edo. 3. 6K FB wey = 0. w = 


—2tanhz| w= SH = —-2sech'z|. M| h (10. 3. 15) RA v—tanhe. 


这 就 出 现 (10. 3.8) 式 的 结果 ， 
(10. 3. 1S) REA C10. 3. 13) EB 


Ow, ne l | Dw. k Dw | 1 2 j 5 , 
är 2 | Ox Bz | 4 (w, w) +A (10. 3. 16) 
因而 
dw -Se ley ey 3.17 
ar = Sr + 2A 7 2 Cw Wy) €10. 3.17) 


这 就 是 KdV 方程 (10. 3. 3) 89 Backlund 变换 的 一 个 表达 式 , D 
个 表达 式 可 由 (10.3.4) 式 和 (10. 3.17) 式 获得 . 
把 (10. 3. 4) 式 的 两 个 方程 相 加 .得 到 
360 


Ow Ow F 3 GH : 
Dr Br + 3u? + 3u — malu + ty) C10. 3.18) 


但 (10. 3.17) 式 给 出 


u +u = 24 十 二 (wo w) (10. 3. 19) 


这 样 就 有 
十 u) = (Ww e w ce nn) = Cw - 
a, fe ua) = (Cw © wy) Br — wy) = Cw wy) Ce — un) 


(10. 3. 20) 


oO ow Duy | i Ou Ou ' 


aa” 十 ze)》 = om Ör) Cu — tty) + Ce ~ wy), ae a | 
= (ut - ua)? + Cue = Wha) Su — u) ra 2 Cw 一 wr, oes 


(10, 3. 21) 
(10. 3. 20) 式 代入 (10. 3.21) 式 ,得 到 
Bu 
ox 
(10. 3. 22) 


x , 5 
za“ Hua) = (u = tta) + Cre — wt Cat — ua) — 2 Cw twe) 


(10. 3.22) 式 代入 (0.3.22) 式 .得 到 


w = = + 3u? + 3u5 — Cu — ua)? -- (x + ua) 
R Du., 
X lw -= wa) + 20w — w) 5. 
z 
一 一 + Rulu + uy) + 2u§ — ulw — wy)" 
Z 
r Oty 
+ uy (te — wy? + 20w wa) = 
Ər 
ow, . . 
ag 2u| cu + ty) — 3 Cw 一 w) | 


Out y 
Ox 


(10. 3. 23) 
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+ 2u + ayer — w)? + 2i — tery) 


(10.3. 19) 式 代入 人 10. 3. 23) 式 ,得 到 
党 = Se + 4du + 2u + uy(w —- w)? + 2Ce — wy) a 
(10. 3. 24) 
这 是 KdV 方程 (10. 3. 3) 的 另 一 个 Backlund 变换 的 表达 式 . 
结合 (10. 3.17) 式 和 (10. 3. 24) 式 ,我 们 得 到 KdV 方程 
(10. 3. 3) 的 Backlund 变换 为 


ao tet pe 
dw 
a= ETET — w)’ 3 
| 2 
+ 2(w 一 un) E 
(10. 3. 25) 


其 中 第 一 个 方程 可 以 通过 第 一 个 方程 消去 4 还 可 以 表 为 
Ow = IEAI Dw dw, [Se] 


oa = Ox Ox Ox Br 
| 3 w _ Fw, \ > 
-— (w +- wo)| g Bi 一 | (10. 3. 26) 


有 了 (10.3.25) 式 ,我 们 就 吕 以 根据 KdV 方程 的 一 个 解 去 找 它 的 
另 -个 解 .例如 ,ws 二 0 是 KdV 方程 (10. 3. 3) 的 一 个 解 , 则 出 
(10. 3.25) RA 


Ho: koai Loh 
T pA (10. 3. 27) 
eo 3. 
eo oe 
其 中 的 第 一 个 方程 是 线性 平流 方程 ,其 通 解 为 
w= f(r + 4a (10. 3. 28) 
FR 
A=— ky w|  =— 2ktanhkr = f(x) (10.3.29) 
则 
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w — fr — 4k7t) = - 2ktanhkiw = 4k 1) (10.3. 30) 
内 而 


u = oe == 2křsech“k (r 一 4h72) (10. 3. 31} 


这 是 KdV 方程 (10. 3. 3) AS RSE f HB. 4. 45RD. 
SKA IE -Gordon Fy FEMS TER PE BINA HK TT A 
KdV Fy MARAE IK. 
利用 图 10 1 的 构想 到 Backlond 变换 (J0., 3.25) 的 第 一 式 , 得 


到 

Ow. Oe, 

Sis Ea EE BAe 5 Cee — w) 
Out's e Our, 1 

lar ou ee ge a) 

‘8w Sue, ] (10. 3. 32) 
Qt eee ee 

ow Ow: , 2, 1 

Br = Or + 2A. + 5 (Ws 一 w) 


其 中 的 第 三 个 方程 减 去 第 一 个 方程 ,第 由 个 方程 减 去 第 二 个 方程 ， 
St Hill 4B Fi 


1 2 1 2 i 
ar Sr 2 Crug 一 TD p (w: — wy)? + 2A, — 2A, 


tat J. - w)? — + = 
Ər Ox 2 (w, we) z w: Wy)? + 2A, — 2A, 


(10. 3, 33) 
(10.3. 33) 的 两 式 左边 相等 ,右边 也 应 机 等 , 则 得 
(te, — wn) (wy 一 2w, + wy) + 2A, — 2A, 
7 (10. 3. 34) 
= 1 w, -= ty) Cw 一 2w + w) + 2A, — 2A 
因而 
Cw, — un) Ce, — w) = 4CA, — A) (10. 3. 35) 
由 此 求 得 
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410; = 4 
MW, = Wo 一 tA 一 各) 《10. 3. 36) 


w — w, 


这 是 KdV 方程 (10. 3. 3) 的 非 线性 状 加 公式 . 注意 x= SP a 
《10.3. 36) 式 两 边 对 工 微 商 ,就 得 到 天 dV 方程 (10. 3. 1) 的 非 线性 
WARN 


À — A, 
My = Ho + A a 3 (U1 — ue) (10. 3. 37) 
(w, 一 w)? 


MIX TRBMARKR RTI LRI KdV 方程 更 多 的 解 , 例 如 KdV 
TEA MM wy FR ARMM FTRMRINDCERS 章 和 第 9 章 中 多 
次 病 述 过 ,这 里 不 等 重复 (见习 题 10. 8). 


10.4 Darboux 变 


第 9 Hi fir FY aR AT Be OR GOR KdV 方程 


Ou . ou u | 
Es 6u 5z ae T? (10.4.1) 
R EER T ER Lax XALO. 7. 2) A) 
SE + A wy 0 
Oy oy . oY Ou p 
T pask — ou Se — By St = 0 (EG) — 0) 


(10.4.2) 
的 求解 问题 .但 Lax 对 (10.4.27 的 求解 是 相当 困难 的 .10. 3 节 
Darboux 引入 -个 连续 图 数 zz) 来 建立 区 与 Vvii 与 wj 之 问 的 联 
系 , 即 


ly ka ote m wx dy, 

4 (10.4.3) 
PAE y 

LS ee 2 Ox 


它 称 为 Darboux WH. M er) B10. 3.13) 8, Hi 
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W tt CA wy) = 0 (10. 4. 4) 
x 
这 是 关于 vv 的 Riccati 方程 , 若 令 


_ 1 ð an 
v=p gta Ss (10.4.5) 
则 方程 (10. 4. 4) 化 为 
RPA 
= erg any ee (10. 4. 6) 


ERA p 满足 势能 为 wo 的 Schrodinger 方程 . 
设 pe 是 当 4==N 时 ,方程 (10. 4.6) 的 一 个 特 解 , 即 by 满足 


g * 
+ (A — ui = 0 (10. 4.7) 
相应 (10.4.5) 式 化 为 
v=v' = Sas (40. 4. 8) 
Lt 


在 (10. 4.3) 式 中 我 们 就 选取 vwv Hv" , 则 Darboux 变换 (10.4.3) 化 
为 


p= (Ani 
G ad (10. 4.9) 
Si 2 Sings ~~ 
m ar’ 


CHAT g 5 gou 与 wo 之 间 的 确切 联系 ,从 而 使 我 们 有 可 能 根 
据 fos de ,ze RA KdV 方程 的 新 解 ,例如 : 取 wo 二 0, (10. 4. 6) 式 
化 为 


2 
oe + Ady = 0 (10. 4. 10) 
其 通 解 为 
Jo = Ae “77 4+ Be’ 人 和 (10. 4. 11) 


其 中 ABIES AR AFA: OE RM. 特别 取 4= 
A= —1,A=B=+ With (10. 4. 11) 式 求 得 下 列 特 解 ; 
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g = coshx (10. 4. 12) 
(10. 4.11) 式 和 (10.4. 12) 式 一 并 代入 到 (10. 4. 9) 式 , 求 得 : 
y = Ae “**( f/—A—tanhz) — Be (SÀ + tanhz) 
u =— 2sech’z 
《10. 4. 13) 
这 是 由 u=, = 二 coshz 代入 到 Darboux 变换 (10.4.9) 所 得 到 
的 和 和 的 解 .这 比 直接 求解 Lax 对 (10. 4. 2) 要 相对 容易 . 
李 闭 神 提 出 了 一 种 新 的 Darboux FR: 


G 
oe ee 


_ 2 Sink _ 2 FF +2(2 
co i EF a 


(10. 4.14) 
其 中 区 与 z 满足 (10. 4.2) 式 ,如 与 wo 满足 (10.4.6) 式 .而 下 和 C 
待定 . 
《10.4. 14) 式 代 人 (10. 4.2) 的 第 一 式 有 


a, aG sF 
[so+a- uo)g |+ P lan + (A — uC + 2G 5] 
1f _,2F % ary? ] 
+l- + SEG = 2 | ‘vo |= 0 (10. 4.15) 
(10. 4. 15) 式 左 端 第 一 项 为 零 ,我 们 使 第 二 项 和 第 三 项 为 零 分 别 得 到 
SE + A= ude + 2655 =0 (10. 4. 16) 
aF OG \e 
2 x t So o =| % =0 (10.4.17) 
(40.4.17) 式 对 G 而 言 是 一 阶 线性 常 微分 方程 ,很 易 求 得 
G= f(C—g) (10. 4. 18) 
其 中 忆 为 积分 常数 , 且 
f= HR g = |¥fdz (10. 4. 19) 
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(10.4.18) 式 代入 到 方程 (10. 4. 16) ,得 到 


-a 总 + 一 wf]+ ff an ave + 9. r] 
TE Sf + —wf]=0 (10. 4. 20) 

我 们 选择 满足 方程 (10.4.7), 即 
SL + (A — mdf 0 (40. 4. 21) 


EREI S fb 4 ASA, 时 ,方程 (10.4. 6) 的 一 个 特 解 . 
《10. 4. 21) 式 代 人 (10.4. 20) 式 ,得 到 


下 一 了 种 一作 一 为 大 一 A= ANC (10.4. 22) 
但 (10. 4. 人 4.6) 式 乘 f 后 相 减 有 


of Ope a ; 
Slan — 6B) = ares — 0.4. 23) 


上 式 对 并 积分 一 次 有 


jee s% re ome ra oa (10. 4. 24) 


HAC, 为 积分 常数 . 比较 (10. 4. 24) 式 和 (10. 4. 229K, RC, = 
一 人 1 一 in)C ,两 式 一 致 . 因此 ,(10.4.18) 式 满足 方程 (10.4. 16). 

利用 (10. 4. 18) 式 和 (10. 4. 19) 式 ,新 的 Darboux 变换 
10.4 14) 改 写 为 


y= p + F(C- [fpd] 


(10. 4. 25) 
ln F ƏF 


Ər? Or 


= f 


U = ty 2 


10.5 Boussinesg 方程 


Boussinesq 方程 
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eu 2 a Zu? | 
Wo Le yh Sh a) 


at or or ðr’ 
(10.5.1) 
可 以 道 过 变换 (见习 题 6. 15) 
i £o r 6 4 5 
= =f, t =t, u z” (10.5. 2) 
化 为 
2 2 4 2,2 
a (10. 5. 3) 


它 也 称 为 Boussinesq WH. BP rt Ma’ Lra Scot Ale. 
与 KdV 方程 类 似 , 若 令 
Bu 
~ Ox 
则 方程 (10. 5. 3) 还 可 改写 为 下 列 形式 的 Boussinesq 方程 
è 2 4 
= = ow 6 oe =0 (10.5.5) 
设 w 和 wu 都 是 方程 (10. 5. 5) 的 解 , 即 
Cw Fw dw ow Fw 


Or Ox? Qt 6 Or ar o 


(10.5.4) 


(10. 
Fw Fwi Fwa 6 Dw Fwy _ 0 
| or? Ox? Ər Or On? 
把 (10. 5. 6) 的 两 个 方程 分 别 相 加 和 相 减 ,注意 
Ow Fw dw, Fwy _ (Se + || fw 4 Sel 
Ər dx? ar Ər? 2L\ or Ər l| Ox? (© Ox? : 
| Ou Seo) Fw | J 
+ | \ or = (So Ox? | 
Ow Fw Ow, Ow, = 1 ow S| 
Ox Ər’ Ər Ə le — oe 
[dw | Owe) j w _ Fwy 7 
A oe =| (So =| 
(10.5.7) 


则 得 到 
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G (w Hw) _ we +w) Fiw +w) 


or? Əz” Ox! 
Ow Huwa) FC Hw) dlw — w) Fe —wy) J 
:[ eee ae 3 “j=° 
Eg Sw) (Cw —w,) (w — w) 
| or? Ox? Ər’ 
| = 2 ye 
| _3[ Ow wi) Bw seh 4 Se Hw) F Cw #2 ]-。 
L Ər or Ox Ər’ 
(10. 5. 8) 
BF 
v=wt wy, Vo = w— Wr (10. 5. 9) 
草 方 程 组 (10. 5.8) 化 为 
Fu Fy Oty Ou ov Ov, Fto 
of ap Sr Pde oe oop dr’ 
Fu uy Ov, Ov, Ou ov Ov, 
aie drt ar T > Or oe Os oF 
(10. 5. 10) 


若 由 此 式 求 得 v 和 vo AH 10.5. DRT RA w 和 wo: 


w = + + Vo)» Wo = $w Be Vo) (10. 5. 11) 


下 面 ,我 们 寻求 v Mv, 之 间 的 Backlund 变换 ,为 简 音 起见, 我们 
选择 Backlund 变换 为 下 列 形式 ， 


Bo Fu | Ov | 
On a By + S| vvo Sa] 


oy 5 D (10.5.12) 
0 v 0 
a = ba + s| vo.v. ge] 
将 (10. 5.12) 的 第 一 式 对 上 微 商 并 利用 第 二 式 , 将 (10.5. 12) 的 第 
一 式 对 上 徽 商 并 利用 第 一 式 , 则 分 别 有 
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Fy =ab 2? +a of se | Ov, -+a og gE] z 


do, wa) Oz? +? DL Oe 
; af ag Og . ov og ou, | Fv 
tal 5, +5e 十 2 Sibu. Da T Dodo | Sr 
og | J&Z OF | gee 
+ [a aw t L+% lee 十 ki E Do, 


+2 af -3 Of w | tagg)" 


Quy) Or ar 


so. Bee yy OF Oo) Oe 
wð, Ovev, Ox! dx’ 


Laug H) Ee 


+7 Be 4 Be Be Be 26 Be d 


du | Bu, Oy, Ox Ov Buy, Bx 


3. 


Www, Ox Ox 
(10. 5.13) 


+0 S| 32)" +0 54( zj 十 2 0 oe Se) = 


其 中 


将 (10. 5. 13) 的 第 一 式 与 (10. 5. 10) 的 第 … 式 比较 ,(10. 5.13》 


的 第 一 式 与 (10. 5. 10) 的 第 二 式 比 较 , 得 到 
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of | og dg Ww eg Bw) ,do 
a | = 3 Be 
aZ yo (2) ] =1+3 2 
af Of , oF Af Ww , AF Af , agi au)" 
ES, TF oo, RD ae tae on ee one ae 
org am ag By By _ 
+a sa ae | + ta ee SS = 0 
Of | 

ab=1, aZ + 2) =o, Sf — 


i l 
of 2 + SE 4 0 oe PE Myyn OT vo) = 3 ar 


dvv, Ox Ou dv, Ox | 
BE mee ae 
aS +o 2F 4 |e)’ =1+3 2 
og Og | Og Og OY | Og Og Ww Sf j dw? 
Fo TE Bt do wa Br Oe Dor dr + sal ae 
af Gf Be BW _ 0 


+ 655| 2) + bee ato 
(10. 5. 14) 


这 是 确定 f 和 g 的 方程 组 . 由 (10.5.14) 的 最 简单 的 几 个 方程 有 


ee (10. 5. 15) 
a 
of. ə 
=- Be (10. 5. 16) 
Of Fg 
Si a= (10. 5. 17) 


这 样 RATT 10.5. 12H SA eg KEW 
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F| vroe] = Fev) + Hvo 


{10. 5. 18) 
g| oov S| l$ Giv, va) — Hsu) vo 


其 中 到 ,G 和 五 待定 .(10.5.18) 式 自动 满足 (10. 5. 16) 式 和 
(10. 5. 17) 式 . 


(10. 5. 18) 式 代 人 (10. 5.14) 式 的 较 复 杂 的 见 个 方程 有 
[a OF + oC a oF. 3a S po = 3%, 


dv | Ou, 
[a a 46 SF + pe) o Ey, — a ionu = 1 + 30, 


rE eGR |r H io he + on Se. 
eG YG 
+ (27 4059 vi + a Savi + 2a Iw, 


eH , FH q 
Ta Bava "2a aa 0 So 0 
< 
of SE + Se) + 36 Ste. + b Ge Vo = 30 
| oH 
[a oS + oS + H) +o e — a Boe = 1 + 3v, 
ðG OG | 
Fates 6 fro aH Slo 
FF, oF 
+ (2H oF 4 SF ale cat, EA Ves 
XH SH, 
+ b Bev. + 26 see oF oto + b Sout = 
(10. 5. 19) 
由 此 得 到 
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ƏF ac _ oH OH _ OH 
w tan T a T =a oe b Sv, =3 
aX gak pma Fo O xo, 
Gee. 
fo, os, = 
aH | ƏH OF _ ƏH ƏH a 
FG _ CG _ oH 6 YH = OH 0 
aus O m Ber = 9 Be 0 So = 
oF F eH oH OG 
De? 0, wamm, T But =0, 2H az tagr =0, 
oH Or 
BS Tea 
(10. 5. 20) 
因而 
a4 
oe 3 (10. 5. 21) 


结合 (10. 5. 15) RA 
a=, b=- 3 (10. 5. 22) 


同时 ,由 (10. 5. 20) 式 定 出 
F = A, + Ayu, + Aui + Aw? 
G=0 (10. 5. 23) 
H = B, + Biv 
其 中 As As Ars A Ba 和 B 为 常数 ,满足 
> = 3a = 4, A; = By A =a 


6A, + AP}=1 (A, =a(] 一 Aj) =a — B?)) 
(10. 5. 24) 
(10. 5. 23) 式 和 (10. 5. 24) RRA (10. 5. 18) 式 求 得 
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(7 一 由 十 (一 443)t + Awi + avi + (Sav, + Az ) Ze 
| =— (3av, + Az) S 


(10.5. 25) 
(10. 5. 25) 式 代 人 (10. 5. 12) 式 , 记 A =A, A= p, RE ov M v 
之 间 的 Backlund 变换 为 


baat 
W L a 4 (3am + 2) ZE HA + Ca — apm, + poh + avi 
au, 1 3 , Ove 
本 Bx 十 PS 


(10. 5, 26) 
注意 az 一 一 1/3,(10. 5. 20 HBO RAMU a Hid oH=az ME 
可 以 写 为 


Bi ~ Soy Ae a 
ao B= ole + Sui on] (10. 5. 27) 


有 了 Backlund 变换 ,我 们 就 可 以 根据 Boussinesg 方程 的 一 个 解 去 
找 它 的 另 一 个 解 . 例如 ww 一 0 是 方程 (10. 5. 5) 的 一 个 解 . 则 由 
(10. 5. ID) È 


gape (10. 5. 28) 
则 Backlund 变换 (10. 5. e 

Ww L aR L gaw + we +A 

it 
+ (a — app )w + pw’ + aw” (10. 5. 29) 

Ow _ i Fw ow 

i a or (3aw + g) oe 
为 此 , 求 它 的 行 波 解 , 令 


w = wl), E= alr— a) (= BRM) (10.5.30) 
(KACO. 5.29) 的 第 二 式 有 


2p d d - 
一 ac oY =a SE Baw TE — au JE (10.5.31) 


LAR p=c, 并 注意 3a°= —1, A 


a Č dw 
da ge 


方程 (10. 5. 32) et ERa KK. RD BRA 2a”, WG 


dw 


= €10. 


5. 32) 


a qt 5 aa = 2a?’ (10. 5. 33) 
dé 
这 是 Riccati 方程 . FS 
一 工 . 工 dz 二 
w = 2a z dé (10.5.34) 
mA # C10. 5. 33) 化 为 
2 
dz pO (10. 5. 35) 
dé 
取 它 的 解 为 
z = cosh (10. 5.36) 
代入 (10. 5. 34) RRB 
w = 2atanhé = 2atanha(z — ct) (10. 5. 37) 
将 上 式 代 人 (10.5. 29)? 的 第 一 式 定 得 
cz 一 1 十 4a:， A= dare (10. 5. 38) 
(10.5. 37IRRA CO. 5.4) 式 , 求 得 Boussinesq 方程 (10. 5.130%) 
解 为 
u = 2a’sech’& = 2a’sech’a(r — ct) (10. 5. 39) 


3X A Dy OK OAR. 3 EG. 5. DA = 1,8 =3,u, = 2a” su = 0 的 


情况 . 


类 似 , 利 用 图 10-1 的 构 恩 可 得 到 Boussinesg 方程 解 的 亚 加 公 


式 . 由 (10.5,27) 式 有 


Ole, 一 d f 

a "s we | ee ; SOP 
dlw,- z 

| as Sep? 2 | Otte ee ; Cw- w)? — Ga Cw ~ 


w) | 
w) | 
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Q(zws— ərə 

a e wel few) y l Cw wi) — alw w) | 
dlw — ərə 

a = Ws) Al eet E(w, we)? 0 (ww) | 


(10. 5. 40) 
其 中 的 第 二 式 减 去 第 一 式 , 第 四 式 减 去 第 三 式 , 分 别 得 到 
Aw,—w,) 3 [ 3 
a 


or Tar az wr) + (ww, ) (ew, wtw) 


— 0; (te, — w) +a, (wi — w) | 


O(w,—w,) _ əƏfə 
- eo sgle wti wy w) (2w == w — ws ) 


一 5 Cws—w) Hawu) | 


(10.5.41) 
HEO. 5. 41》 的 两 式 相 加 , 则 得 
a =, 
SE e w) sh A (eet Vice ay ae ET 


+ a, Cw, + w) — olw + w) 十 Ca, 一 a, X Cw 十 w,)| = 0 


(10.5. 42) 
上 式 两 边 对 cz 积分 , 取 积 分 常数 为 4, 则 求 得 Boussinesg 方程 
(10. 5. 3) 解 的 非 线 性 秋 加 公式 为 


1 


fe] 
Gs of eae, Ses 一 二 [+ 2 a, (me — w) 


w, =— Wy 十 


+ (wi — wt) 十 (o — o) Cw, + w) | (0. 5. 43) 
利用 此 公式 可 由 wouw Mw ER w. 


3 题 10 


10.1 证 明正 弦 -Gordon WB ese = sin 作 变 换 f 二 af 十 B83 可 化 
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H aß I sin 
10.2 证明， Darboux 变换 (10. 4.9) 可 改写 为 
& 
Be 
+ go Ox? o | 
lng? ili 


a 一 六 64 Sel gi] 
10.3 证 明王 列 特 解 


(1) ca R+- G+) tn(nt+1)sech?xc]%,=0, 

ga 一 cosh” tx 

ii ; ne tat 
(2) Dat 2La(atlsech’z|lyo=0, g =sech’x 


10.4 hyp BRFWNAB 
2 
abe + (A tto Po = 0 


其 中 加 一 一 za 十 1)sechzr (n=0,1,2,*) 

已 知 : Y= (n+l) (=0,1,2,) 时 有 特 解 : 
pi = cosh” x 

求 Darboux 变换 

(1) n=0,h=—1,w=0,g 一 coshy 

(2) n=} A= — 4u = —~2sech’x, ge =cosh’x 

并 证 明 一 般 情 况 下 的 Darboux 变换 为 


$= ES 一 ntanhz |] (= 一 (nm 一 Dranhz| vf 一 tanhz das 


hy = Ae + Bet, u=— (n+1)(nt 2)sech*x 
10.5 证 明 KdV 方程 


ziu] u= Ze) 的 变换 后 ,Backlund 变换 为 


Ow Se i om Le A 

oe. ar oa T 

dw dw, La pe Ow, | 

a ee, Pag w| S ae | 
Lf j Ow)? | dw dw, sald 
lee, + 5z Or + (% ! | ] 


提示 : 根据 习题 6.2. 将 (10. 3. 25) 的 第 - 式 和 (10. 3. 26) 式 


H BW rw 和 ws 分 别 换 为 一 人 Ba 和 


二 + aie Coe 


10.6 PEHRAE RE BAK C10. 3. 37). 
10.7 证 明 Liouville FR 


Ou = > (ail 
Ordy € 
的 解 为 
wS Ea) G= 二 In (zy 
其 中 


=3 a(x) y “a —uGíy) 
Fay) =b fe dc +B fe ”dy 


F(z) 和 Cy) 是 任意 函数 ,6 为 任意 常数 . 
10.8 B wi=0,w =— 2tanhlr— 4i), w= dcoth (2zx- 32¢) A, 
二 一 ] ,二 一 4. 根据 KdV 方程 的 登 加 公式 求 w 和 u 


提示 : 
: 2coth( 22 ~ 324) — tanh(x — åt) 
= 3 + 4cosh{2z -- 8t) + cosh(4z 一 64t) 
u, =— 12 


[ 3cosh(x — 282) + cosh(3x — 362) F 
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又 注意 在 (10. 3. 27) 式 中 心 变 为 一 i FERE, 因而 w. 


We 均 是 它 的 解 . 
"10.9 证 明 NLS 方程 
sal 0 


的 Backlund 变换 > 


—— as 
S ma = 十 Cu — n) VAA — Ju + un]? 
Ou as x Ou Ox, | A iw: r Ve 
oe of +i( 5 = Be] VA be + | 
十 La + wy Cle + u? + la — wal’ ] 
RP u 和 mm WE NLS 方程 . 并 在 u= 0 的 条 件 下 求 NLS 
方程 的 解 . 
“10. 10 WEH mKdV 方程 
Ou z u = 
a + ĝu Su + ou 0 
的 Backlund 变换 为 
ae -au ) 
Orz x 
Se = — Sen _ ki st Re) cos (w — w) 


+ a 一 u2)sin (w 一 wo) | 


Ow 
en =e Fe 和 zt 满足 mKdV 方程 . 取 w= 
0 ,证明 
w =+ tan {e*" way 


引进 hy sko 和 w vwe swa. WEAR w 的 登 加 公式 为 


fki +k 1 
w, = w, + 2tan 1 z Etan zw. — w)}. 
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10. 11 


380 


应 用 Backlund 变换 


Bx = u — v? 
< 

Ou u i Ov Ou | 

a ar tita tvs 

证 明 u Av 分 别 满 足下 列 KdV 方程 和 mKdV 方程 ; 

Ou Ou Ou 

a 一 bu 57 + 3 二 0 

ov ov Ou 

x Se ae 


附录 A 线性 常 微分 方程 


1. 一 阶 线性 常 微分 方程 


yY + ply +ga) = 0 (A. 1) 

其 通 解 为 
y=e -eeod- = fece fosar} (A. 2) 

FUP C AER. 
2. 二 阶 齐 次 线性 常 微 分 方程 

y” + ploy’ 十 9(z)y 一 0 (A, 3) 

其 通 解 为 
y= Ciy, + Cry, (A. 4) 


C MC, 为 二 任意 常数 . 和 y, 为 方程 (A. 3) 的 两 个 线性 无 关 的 
解 , 它 们 的 Wronski 行列 式 


W (visa) = |" a #0 (A. 5) 
Ye y 
» F y ZAFE Liouville AX 
Y: = y ae [reside y (A. 6) 
已 知 y 可 以 由 (A, DORR yz 
方程 (A. 3) 作 变换 
y= ze Hen (A.7) 
可 消去 方程 (A. 3) 中 的 一 阶 导数 项 ,而 使 方程 (A, 3) 化 为 
z + r(x)z = 0 CA. 8) 


其 中 
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r(x) = q(x) Epa) l [pta) } 


3. 二 阶 常 系数 方程 
y tay +by=0 (a,b AFRO 
其 特征 方程 为 


V+ aaA+b=0 

相应 的 特征 根 为 

(Ar 7E Az» a? -- 4b>0 

jn a? — 46 =0 

Ac = atif, a? — 46<00 
方程 (A. 10) 的 通 解 为 

Ced? + Cre’ a= 46>0 

y= 4 (C + Crer, a — 4b=0 


e“(C,cosfx + CsinBr), a 46<0 
4. Euler HE 
xy n 


十 azy +> by =0 
作 变 换 


oe (ee E 
cme \*d d?" de d& a! 


化 为 下 列 常 系数 方程 : 
diy = O 
qe t fa pi qt by = 9 
5. Legendre 方程 
(1 — 2°) 5" 2ry + py = 0 
满足 y| | < 一 c= 的 本 征 值 和 本 征 函 数 分 别 为 
Ap 一 LI 十 1) (=0,1,2,.…) 
yy 一 Pr) (Legendre 多 项 式 ) 
连带 Legendre 方程 
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(A. 9) 


(A 


(A, 


(A. 


(A. 


CA, 


.10) 


11) 


12) 


13) 


14) 


- 16} 


.17) 


.18) 
.19) 


(1 x) — 2a! + |u- jeo (A20) 


满足 =| <oo Ah A tk RERA 


y=i +1) @C=miemst lse) (A. 21) 
z= Pro = A — 2 TES) Cea Legendre 函数 ) 
CA, 22) 
6. Weber 方程 
a 1; | ee ee i 
+ gle gT z=0 (A. 23) 
满足 z “三 0 的 本 征 值 和 本 征 函 数 分 别 为 
#=2n+1 (n=0,1,2,.……) CA. 24) 
z 二 D,(x) (Weber RA MM MARE BH) (A. 25) 
7. Bessel 方程 
zy" + xy + (2? — Wy = 0 (A, 26) 
的 通 解 为 
y = AJ, (x) + BY x) (A, 27) 
V(x) A Y,(2) 43 BA Bessel ph A Neumann wR. 
8. 变形 Bessel 方程 
xy" + ry — OF +4) ¥ = 0 CA, 28) 
的 通 解 为 
y= AL(z) + BK,(2) CA. 29) 


(x) Al K.Cx) 33 BY AB Besse! 函数 和 第 二 类 变形 Bessel HK. 
9. Airy 方程 
y— ry = 0 (A. 30) 
的 通 解 为 
y= AA; (x) + BB(x) (A. 31) 
4i(z) 和 Bi(x) 分 别 为 第 一 类 和 第 二 类 Airy 函数 . 
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10. 合流 超 比方 程 (Kummer 方程 ) 
ry” + (% ar)y — ay =0 (A, 32) 
在 7Y 关 整数 时 的 通 解 为 
y = AF (a, Y, z) + Be’ F(a + 1 — ?72 77) (A. 33) 
F(a,y,zr) 为 合流 超 比 函 数 (Kummer K% ). 
1t. 超 比 方程 (Gauss 方程 
a1 — ry 二 + Y — GO at Bxriy — aBy = 0 


(A. 34) 
在 7Y 关 整数 时 的 通 解 为 
y = AF(e,8,Y,2) + Be'Fla+1—7,28+1—7%,2—Y,x) 
(A. 35) 
F(a, f,Y, x) H Bb RR (Gauss 函数 ). 
12. Fuchs 型 方程 
=A TEMA A x=2,6.008%9 Fuchs 型 方程 为 
y” + play 十 9Cr)y = 0 (A. 36) 
其 中 
PIT? -ft 
qlz) = 77 a +o". +o +o (C, +C: =0) 
(A. 37) 
HEMA =a 1b, 00 A tE RDN Ca pi) s Caspe) s Cay +8)» M 
ai 十 及 一 1 一 4， ap = B, 
a, + B, = 1 — Azs ap = B, 
i +R =A tA l, asB = B, + B, + al, + 0C, 
(A, 38) 


(a, + 8, +a+ 8, +a +28; = 1) 
方程 (A. 36) 的 全 部 解 用 下 列 Riemann? 符号 表示 
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fa b œ | 

y= ne Q R T) (A. 39) 
2, Bo By 4 

它 可 以 通过 自 变 基 和 因 变 量变 换 化 为 超 比方 程 求解 . 超 比 方程 

(A. 34) 49 ReimannP 符号 为 


0 1 OD 
s-r] 0 0 a, = (A. 40) 
1—7 Y—-a—p 8 | 
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附录 B 自治 系统 


不 明显 含 自 空 量 的 常 微 分 方程 称 为 自治 系统 . 
1. 一 维 自治 系统 


= F(x) (B. 1) 
其 中 aT eR cH 满足 

F(x*)=0 (B. 2) 
定常 解 的 稳定 性 决定 于 

a= (E), (B. 3) 


AON, MUA c= r (OREN ce + on Rn eae ARE 
稳定 的 , 称 为 稳定 结 点 ; 当 ，)0 时 ,轨道 一 工 (加 随时 间 > 十 co 
而 远离 定常 解 , 定 常 解 是 不 稳定 的 , 称 为 不 稳定 结 点 ; 当 4=0 时， 
轨道 x= z C) BERT E] 1-* 十 3 从 一 便 接 近 定 常 解 ,而 在 男 一 侧 远 离 
定常 解 ,定常 解 称 为 鞍点 . 
2. 二 维 自治 系统 
五 一 下 (zy) 
p T (B. 4) 
其 中 z= 学 ,y= 学. 其 定常 解 或 平衡 点 (z,y) 二 (zx' ,y" ) 满 中 
Fixr*,y’)=0 
G(z*,y") = 0 
定常 解 的 稳定 性 决定 于 该 点 的 Jacobi He 
OF oF) 
ax By | 
ac ac! 
Ox 9 ees 


(B. 5) 


J= (B. 6) 
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的 特征 值 4. 它 满 足 特 征 方程 

M+ pAt+g =0 (B. 7) 
TEAR ERARAS HAR. 4 AKO MASON. EOF 
(29) ER GB c= 2), y= y G) BEY fi] :一 十 ce 而 接近 定常 解 ， 
定常 解 是 稳定 的 , 称 为 稳定 结 点 ; 当 4 之 0 和 加 汪 0 寺 ,在 相 平 而 
Cay) LAIR r=), y= ya) BEN fA 1 一 十 2 而 远离 定常 解 、 
定常 解 是 不 稳定 的 , 称 为 不 稳定 结 点 ; 当 九 之 0 和 <0 时 ,在 相 平 
E Cry LRU r=), y= yG) RE eae eG A 
RE K E A A — EH ARE HR. ERR AR. 在 4 
3y tk HE BRA Reato 的 条 件 下 , 当 Rea <0 和 Reh <0 时 ,在 相 
平面 (x,y} 上 的 轨道 r= xC), y= yl) PERJE t> POR ER ME 
近 定 常 解 ,定常 解 是 稳定 的 , 称 为 稳定 焦点 ; 当 Rea > 0 fl Red, > 0 
Rt, EAF M Cy) EÉ MGE r=), y= yC) Baim E 2 foo R 
旋 式 地 远离 定常 解 , 定 常 解 是 不 稳定 的 , 称 为 不 稳定 焦点 ;在 4 为 
纯 虚 数 ( 即 Re 一 0) 的 条 件 下 ,在 相 平 面 (r,y) 上 的 轨道 z==x (2)， 
y= 一 yt 可 能 是 围绕 定常 解 的 闭合 轨道 ,定常 解 称 为 中 心 , 另 一 种 
可 能 定常 解 是 焦点 . 
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附录 C 椭圆 积分 各 椭圆 项 数 


1. Legendre 椭圆 积分 
第 一 类 Legendre 椭圆 积分 为 
$ 1 =sing 1 
j f v1 一 天 sin ý l, ra ea) 
(C. 1) 


其 中 O<k<1 称 为 模 数 . 


- wx 1 1 1 
awe I Fee |, VO — r’) — kx’) i 
CC. 2) 
称 为 第 一 类 Legendre 24 Wi A H. 
2. Jacobi 椭圆 函数 
AC. DAA, u 是 1 和 的 函数 , 反 过 来 也 可 认为 :是 w Mk 
的 函数 , 即 


t = sn(u,k) = sing (C. 3) 
称 为 Jacobi # iE 3% BA. 
YT = E = en(u,k) = cosd (C. 4) 


A Jacobi HAAK AR. 
VT — Er = dnlu,k) = V1 — ksing (C. 5) 
称 为 第 三 种 Jacobi $ A pa RK. 
3. 特殊 点 的 值 
sn(0,4) = 0, cn(0O,k) =1, dn(0,£)=1 (C.6) 
sn(K,k) =1, cn(K,£)=0, dn(K.4) =k = vk 
(C. 7) 
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4. 恒等式 


snzz 十 cn?ze = ] CC. 8) 
1 — &’sn’u = dn*x (C. 9) 
Ren?’u + k = dn’u (C, 10) 
cn’u + k'’sn’u = dn'u (C. 11) 
5. Fmt 
sn(— u} =— snu, en(—w)=cne, dn(— u) = dnu 
(C. 12) 
6. HAAR 
dinw) = (cnu) (dnu) = y1 — sniu » V1 -- k’sn'u 
(C. 13) 
dienu) 7 72 Tan? 
=e (snu) (dnu) 一 一 v1 — cnêu + Sk? + kcnau 
(C. 14) 
aldaw) = — k (snu) (cnu) =— V1 一 dns > v dnu — k? 
(C. 15) 
7. 退化 
(1) k—>0 BY K(k) >> (C. 16) 
snu —> sinu, cnu — cosu, dnu — 1 (一 0) (C.17) 
(2) k—1 BR KR) co (C. 18) 
snu—tanhe, cnu —> sechu, dnu—-sechu (A>), 
(C. 19) 
8. 周期 性 
snu + 4K) = snu (C. 20) 
cnu + 4K) = enu (C. 21) 
dn(« + 2K) = dnu (C, 22) 


9. Weierstrass 椭圆 积分 
第 一 类 Weierstrass HM RH 


z=]. E ee dx 
f. N 4z — gat — Bs 
其 中 g 和 g: 为 常数 . 
10. Weierstrass 椭圆 函数 
AC. 23) 式 知 ,z 是 7,gs 和 83 的 函数 , 反 过 来 也 可 认为 ?是 
zig: 和 gs 的 函数 , 即 


(C. 23) 


Y= Pl 2382583) (C, 24) 
称 为 Weierstrass 椭圆 函数 . 
显然 有 
dé = V 4p — RP — E: (C. 25) 
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